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ارش  د ک  ارش  ن  اس  ی پ  ای  ان  ن  ام  ه م  ح  ت  واي و م  ت  ن اص  ال  ت اظ  ه  ارن  ام  ه

ک  ارب  رده  ا و ارت  ب  اط  ات م  ال  ی  وان، ح  س  اب  ان اش  ت  ای  ن، روش پ  ای  ان ن  ام  ه: ع  ن  وان

زن  گ  ن  ه ظ  ه  وري ب  ی  ژن دک  ت  ر راه  ن  م  ا: اس  ت  اد ن  ام
م  ی دارم: اظ  ه  ار م  ی  رزای  ی ک  ی  وان ای  ن ج  ان  ب

ب  رده ن  ام راه  ن  م  اي اس  ت  اد ن  ظ  ر زی  ر ای  ن ج  ان  ب ت  وس  ط م  ن  ح  ص  راً و ب  وده اص  ی  ل پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در ش  ده ارائ  ه ع  ل  م  ی ن  ت  ای  ج و م  ت  ن .1
اس  ت. ش  ده ت  ه  ی  ه ب  الا در ش  ده

اس  ت. ن  ش  ده ن  ش  ر دی  گ  ري ه  ی  چ ج  اي در ص  ورت ای  ن ب  ه پ  ای  ان ن  ام  ه م  ت  ن .2

ش  ری  ف دان  ش  گ  اه ارش  د ک  ارش  ن  اس  ی دان  ش  ج  وي ع  ن  وان ب  ه ای  ن ج  ان  ب ت  ح  ق  ی  ق  ات ح  اص  ل پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در م  ن  درج ن  ت  ای  ج و م  ت  ن .3
اس  ت.

اس  ت. ش  ده م  ش  خ  ص م  رج  ع ذک  ر ب  ا گ  رف  ت  ه ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در دی  گ  ر م  ن  اب  ع از ک  ه م  ط  ال  ب  ی ک  ل  ی  ه ي .4
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م  ی  رزای  ی ک  ی  وان دان  ش  ج  و: ن  ام زن  گ  ن  ه ظ  ه  وري ب  ی  ژن دک  ت  ر راه  ن  م  ا: اس  ت  اد ن  ام

ت  اری  خ: ت  اری  خ:
ام  ض  ا: ام  ض  ا:



چ  ک  ی  ده

م  یپ  ردازی  م. گ  اوس  ی ف  ض  اه  ی در ت  اب  ع  ک ه  ا م  رک  زي ح  د ق  ض  ای  اي ب  راي اش  ت  ای  ن1 ط  رح و م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان م  ع  رف  ی ب  ه پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در
ب  ه و ش  د اب  داع م  ال  ی  وان2 پ  ائ  ول ف  ران  س  وي، ری  اض  ی دان ت  وس  ط م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان ای  م. گ  ذاش  ت  ه م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان اس  اس ب  ر را پ  ژوه  ش ای  ن
و م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ره  اي ع  ن  اوی  ن ت  ح  ت م  ه  م ع  م  ل  گ  ر دو ش  ده ی  اد ن  ظ  ری  ه  در ب  ع  دي اس  ت. ب  ی ن  ه  ای  ت وی  ن  ر ف  ض  اه  اي روي ح  س  اب  ان ن  وع  ی
ای  ت  و ت  ص  ادف  ی ان  ت  گ  رال گ  ی  ري ت  ع  م  ی  م ک  ه اس  ت اس  ک  وروخ  ود3 ان  ت  گ  رال ه  م  ان واق  ع در دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر . م  یک  ن  ی  م م  ع  رف  ی را دی  ورژان  س
ت  وس  ط م  ذک  ور ح  س  اب  ان م  ع  رف  ی از پ  س اس  ت. دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر ال  ح  اق  ی ن  ی  ز م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر اس  ت. پ  ی  ش ب  ی  ن  ی غ  ی  رق  اب  ل ف  رای  ن  د ه  اي ب  راي
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات اق  ت  ص  اد، از اع  م م  خ  ت  ل  ف  ی ح  وزه ه  اي در وس  ی  ع  ی ک  ارب  رده  اي و گ  رف  ت ق  رار ب  س  ی  ار ت  وج  ه م  ورد ن  ظ  ری  ه ای  ن م  ال  ی  وان،
ش  ده ی  اد ک  ارب  رد م  یپ  ردازی  م. م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان ک  ارب  رده  اي ب  ه پ  ژوه  ش ای  ن در ن  ی  ز م  ا ک  رد. پ  ی  دا و... ف  ی  ل  ت  ری  ن  گ ن  ظ  ری  ه ت  ص  ادف  ی، پ  اره اي
م  ی  دان ه  اي ت  اب  ع  ک ه  اي ن  رم  ال ت  ق  ری  ب  ات در ب  ه  ی  ن  ه اي ک  ران ه  اي و اس  ت م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش ت  ل  ف  ی  ق از ن  ت  ی  ج  ه اي واق  ع در
گ  اوس  ی م  ی  دان ه  اي روي ت  اب  ع  ک ه  اي ب  راي م  رک  زي ح  د ق  ض  ای  اي از اس  اس  ی اي ت  ع  م  ی  م ن  ت  ی  ج  ه، ع  ن  وان ب  ه . م  یش  ود ح  اص  ل گ  اوس  ی

ن  ی  س  ت  ن  د. ج  زئ  ی م  ج  م  وع ه  اي ص  ورت ب  ه ل  زوم  اً ب  ح  ث، م  ورد ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي آن در ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت

گ  اوس  ی، ف  رای  ن  ده  اي اش  ت  ای  ن، روش ه  رم  ی  ت، ه  اي چ  ن  دج  م  ل  ه اي ه  ی  ل  ب  رت، ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  ل ض  رب ک  ل  ی  دي: ک  ل  م  ات
ت  اب  ع  ک وی  ن  ر-ای  ت  و، ان  ت  گ  رال ت  ص  ادف  ی، ان  ت  گ  رال م  رک  زي، ح  د ق  ض  ای  اي ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک، ع  م  ل  گ  ر دی  ورژان  س، ع  م  ل  گ  ر دی  ف  ران  س  ی  ل، ع  م  ل  گ  ر

ک  س  ري. ب  راون  ی ح  رک  ت ب  روور-م  اج  ور، م  رک  زي ح  د ق  ض  ای  اي ب  راون  ی، ص  ف  ح  ه ي ب  ري-اس  ن، ن  وع از ک  ران ه  اي ت  اپ  ل  ی  ت  س، م  رب  ع  ی
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1 ف  ص  ل

م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف

ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي 1 . 1
ب  ا را آن ک  ه ه  رم  ی  ت n-ام چ  ن  دج  م  ل  هاي م  یپ  ردازی  م. آن خ  واص از ب  رخ  ی و ه  رم  ی  ت ايه  اي چ  ن  دج  م  ل  ه م  ع  رف  ی ب  ه ح  اض  ر ب  خ  ش در

راب  ط  هي ب  ا ده  ی  م، م  ی ن  م  ای  ش Hn(x) ن  م  اد

Hn(x) = (−1)ne
x2

2 .
dn

dxn
(e−

x2

2 ), n ⩾ 1,

H0(x) = 1,

(1 . 1)

م  یش  ود. ت  ع  ری  ف
از ع  ب  ارت  ن  د ه  رم  ی  ت اول چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي

H1(x) = x, H2(x) = x2 − 1, H3(x) = x3 − 3.

1



ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي .1 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

درواق  ع م  یش  ون  د. ظ  اه  ر t ب  رح  س  ب F (x, t) = etx−
t2

2 ت  اب  ع ت  ی  ل  ور ب  س  ط در چ  ن  دج  م  ل  هايه  ا ای  ن ه  م  چ  ن  ی  ن

F (x, t) = e
x2

2
− 1

2
(x−t)2 = e

x2

2

∞∑
n=0

tn

n!

(
dn

dtn
e

−1
2
(x−t)2

)
|t=0

=
∞∑
n=0

tn

n!
e

x2

2

(
(−1)n

dn

dxn
e

−x2

2

)
=

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x).

(2 . 1)

داری  م (2 . 1) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

∂F
∂x

= te(tx−
t2

2
) =

∞∑
n=0

tn+1

n!
Hn(x) =

∞∑
n=0

tn

n!
H

′
n(x).

.H ′
n(x) = nHn−1(x) داری  م ط  رف  ی  ن، در tn ض  ری  ب دادن ق  رار م  س  اوي ب  ا درن  ت  ی  ج  ه

ب  ن  اب  رای  ن ،∂F
∂t

= (x− t)F و F (−x, t) = F (x,−t) ک  ه آن  ج  ا از م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه

Hn(−x) = (−1)nHn(x), Hn+1(x) = xHn(x)− nHn−1(x). (3 . 1)

گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي و ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي ارت  ب  اط 1 . 1 . 1
م  یده  د. ن  ش  ان را گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي و ه  رم  ی  ت ه  اي چ  ن  دج  م  ل  هاي ب  ی  ن ارت  ب  اط زی  ر ي ق  ض  ی  ه

،E(X) = E(Y ) = 0, E(X2) = E(Y 2) = 1 ک  ه ب  اش  ن  د گ  اوس  ی ت  وام  اً ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر دو X, Y ه  رگ  اه 1.1 ق  ض  ی  ه
داری  م m,n ≥ 0 ه  ر ب  راي آن  گ  اه

E(Hn(X)Hm(Y )) =

0 n ̸= m اگ  ر

n!(E(XY ))n n = m اگ  ر

واری  ان  س و ص  ف  ر م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک sX + tY دل  خ  واه s, t ∈ R ب  راي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  ره  ان.

2



ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي .1 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. s2 + t2 + 2stE(XY )

E
(
esX− s2

2 .etY− t2

2

)
= e−

s2

2 .e−
t2

2 E
(
esX+tY

)
= e−

s2

2 .e−
t2

2 .e
V ar(sX+tY )

2

= estE(XY )

م  یآوری  م ب  دس  ت ،s = t = 0 ن  ق  ط  هي در ب  الا ت  س  اوي ط  رف  ی  ن از ∂n+m

∂sn∂tm
ج  زی  ی م  ش  ت  ق گ  رف  ت  ن ب  ا ح  ال

E

(
(
dn

dsn
esX − s2

2
)|s=0 (

dm

dtm
etY − t2

2
)|t=0

)
= E (Hn(X)Hm(Y ))

=
∂n+m

∂sn∂tm
(
estE(XY )

)

=

0 n ̸= m اگ  ر

n!(E(XY ))n n = m اگ  ر

: اس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي و ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي ب  ی  ن ارت  ب  اط م  ش  اه  دهي ب  راي دی  گ  ر روش  ی 1 . 1 ت  ب  ص  ره
n ≥ 1 ه  ر ب  راي (1 . 1) ط  ب  ق آن  گ  اه اس  ت)، اس  ت  ان  دارد گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک N آن در (ک  ه Φ(x) = P(N ≤ x) اگ  ر

داری  م

Φ(n)(x) =
1√
2π

dn−1

dxn−1
e

−x2

2

=
1√
2π

Hn−1(x)

e
x2

2 (−1)n−1

=
(−1)n−1

√
2π

e
−x2

2 Hn−1(x).

اس  ت  ان  دارد گ  اوس  ی ان  دازهي ν اگ  ر ک  ه اس  ت ص  ورت ای  ن ب  ه ه  رم  ی  ت ه  اي چ  ن  دج  م  ل  هاي م  ع  رف  ی ب  راي ط  ب  ی  ع  ی روش ی  ک 2 . 1 ت  ب  ص  ره
φn(x) = xn ت  واب  ع دن  ب  ال  هي روي را گ  رام-اش  م  ی  ت1 ف  رای  ن  د و ( ν(dx) = 1√

2π
.e−

x2

2 dx دی  گ  ر ع  ب  ارت (ب  ه ب  اش  د R روي
م  یش  ون  د. ظ  اه  ر ه  رم  ی  ت ه  اي چ  ن  دج  م  ل  هاي آن  گ  اه ک  ن  ی  م، اع  م  ال (n ≥ 0)

1Gram-Schmidt
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ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب .2 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب 2 . 1
ف  ض  اي ی  ک ح  ق  ی  ق  ی، ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ه  ر ک  ه آن  ج  ای  ی از ب  اش  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي دو g, h ک  ن  ی  د ف  رض
ب  رداري ف  ض  اي ت  ع  ری  ف، ای  ن ط  ب  ق ک  رد. ت  ع  ری  ف را ف  ض  اه  ا ای  ن ج  ب  ري ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب م  یت  وان ه  س  ت، ن  ی  ز R روي ب  رداري
دوخ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ه  ر و V ب  رداري ف  ض  اي ه  ر ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه دارن  د وج  ود ⊗ : g× h → g⊗ h دوخ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر و g⊗ h

از ک  ه g⊗ h ف  ض  اي .ψ⊗ = φ ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود ψ : g⊗ h → V م  ن  ح  ص  رب  ف  رد خ  ط  ی ن  گ  اش  ت ،φ : g× h → V

ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک ب  ه را g⊗ h م  یخ  واه  ی  م ح  ال اس  ت. ب  رداري ف  ض  اي ی  ک م  یش  ود، ح  اص  ل ط  ری  ق ای  ن
داخ  ل  ی ض  رب گ  س  ت  رش ان  ت  خ  اب، ط  ب  ی  ع  یت  ری  ن ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف ف  ض  ا ای  ن روي داخ  ل  ی ح  اص  لض  رب ی  ک ب  ای  س  ت  ی اب  ت  دا در ک  ار ای  ن ب  راي

⟨g1 ⊗ h1, g2 ⊗ h2⟩ = ⟨g1, g2⟩ ⟨h1, h2⟩ , ∀gi ∈ g, hi ∈ h, i = 1, 2,

ول  ی دل  خ  واه را g2 ∈ g, h2 ∈ h اب  ت  دا ب  الا، داخ  ل  ی ض  رب ع  م  ل ب  ودن خ  وشت  ع  ری  ف دادن ن  ش  ان ب  راي اس  ت. g⊗ h ف  ض  اي ب  ه
م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را φg2,h2 : g× h → R ن  گ  اش  ت و م  یگ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ث  اب  ت

φg2,h2 (g1, h1) := ⟨g1, g2⟩ ⟨h1, h2⟩ .

ه  ر ب  راي دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه گ  رف  ت. ن  ظ  ر در g ⊗ h ط  ری  ق از م  یت  وان را φg2,h2 ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. دوخ  ط  ی ن  گ  اش  ت ای  ن وض  وح ب  ه
م  یت  وان ،h2 و g2 ب  راي ب  ار ای  ن ول  ی روی  ه ای  ن ت  ک  رار ب  ا اس  ت. خ  وشت  ع  ری  ف φg2,h2 : g⊗ h → R ن  گ  اش  ت ،g2 ∈ g, h2 ∈ h

ک  ه ط  وري ب  ه ی  اف  ت دس  ت φ : (g⊗ h)× (g⊗ h) → R دوخ  ط  ی ن  گ  اش  ت ب  ه

φ(g1 ⊗ h1, g2 ⊗ h2) = ⟨g1, g2⟩ ⟨h1, h2⟩ .

ک  ن  ی  د ف  رض ک  ار ای  ن ب  راي ده  ی  م. ن  ش  ان را آن ب  ودن م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت اس  ت ک  اف  ی φ ب  ودن داخ  ل  ی ض  رب اث  ب  ات ب  راي
{fj}lj=1 و {ei}ki=1 ی  ک  هي م  ت  ع  ام  د م  ج  م  وع  هه  اي ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. دل  خ  واه h1, h2, ..., hn ∈ h ,g1و g2, ...gn ∈ g

ک  ه ط  وري ب  ه م  یش  ون  د ی  اف  ت k, l ≤ n ک  ه

span {ei}ki=1 = span {gi}ni=1 , span {fj}lj=1 = span {hj}nj=1 .

ک  ه ط  وري ب  ه م  وج  ودن  د ،1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ i ≤ k ،cij ض  رای  ب ب  ن  اب  رای  ن

g1 ⊗ h1 + ...+ gn ⊗ hn =
∑

i=1,...,k
j=1,...,l

cijei ⊗ fj.
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ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب .2 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

ب  ن  اب  رای  ن

⟨g1 ⊗ h1 + ...+ gn ⊗ hn, g1 ⊗ h1 + ...+ gn ⊗ hn⟩ =

⟨ ∑
i=1,...k
j=1,...,l

cijei ⊗ fj ,
∑

i=1,...k
j=1,...,l

cijei ⊗ fj

⟩

=
n∑

i,j=1

c2ij.

ک  ه اس  ت م  ع  ن  ا ب  دی  ن ای  ن و ب  اش  ن  د ص  ف  ر ه  ا cij ت  م  ام ک  ه اس  ت ص  ف  ر ب  راب  ر زم  ان  ی ت  ن  ه  ا و اس  ت ن  ام  ن  ف  ی ه  م  واره آخ  ر ع  ب  ارت

g1 ⊗ h1 + ...+ gn ⊗ hn = 0.

ب  ا ن  ی  ز را ف  وق داخ  ل  ی ض  رب ت  ح  ت ف  ض  ا ای  ن ش  دهي ت  ک  م  ی  ل اس  ت. داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  اي ی  ک g⊗ h ف  ض  اي ب  الا، ت  وض  ی  ح  ات ارائ  هي ب  ا
ح  د ت  ا ف  ض  ا ای  ن ج  ب  ري ح  ال  ت م  ش  اب  ه ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک g⊗ h درواق  ع ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش g⊗ h

ی  ک  ت  اس  ت. ه  ی  ل  ب  رت، ف  ض  اه  اي ی  ک  ری  خ  ت  ی

آن  گ  اه ب  اش  ن  د، σ-م  ت  ن  اه  ی ان  دازهي ف  ض  اي دو (Y, ν) و (X,µ) اگ  ر 1.2 م  ث  ال

L2(X,µ)⊗ L2(Y, ν) ∼= L2(X × Y, µ× ν).

ک  ن  ی  د ف  رض م  ط  ل  ب ای  ن دادن ن  ش  ان ب  راي

φ : L2(X,µ)× L2(Y, ν) −→ L2(X × Y, µ× ν).

ب  ا
φ(f, g) = h, h(x, y) = f(x)g(y), x ∈ X, y ∈ Y,

در L2(X,µ)⊗ L2(Y, ν) ط  ری  ق از م  یت  وان را φ ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت دوخ  ط  ی φ ب  هوض  وح ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف
گ  رف  ت. ن  ظ  ر

،x ∈ X, y ∈ Y ،h(x, y) = f(x)g(y) ف  رم ب  ه ت  واب  ع خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ات ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از φ ن  گ  اش  ت پ  وش  ای  ی
از اس  ت ک  اف  ی φ ب  ودن ی  ک ب  ه ی  ک اث  ب  ات ب  راي ه  س  ت  ن  د. چ  گ  ال L2(X × Y, µ× ν) در

f1(x)g1(y) + ...+ fn(x)gn(y) = 0, ∀x ∈ X, y ∈ Y, (4 . 1)
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ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب .2 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

ب  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه دل  خ  واه، ه  اي g1, ..., gn ∈ L2(Y, ν), f1, ..., fn ∈ L2(X,µ) ب  راي

f1 ⊗ g1 + ..., fn ⊗ gn = 0. (5 . 1)

ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  ن  د ی  ک  ه و م  ت  ع  ام  د م  ج  م  وع  هه  ای  ی {βj}lj=1 ki=1{αi}و م  یک  ن  ی  م ف  رض دادی  م ان  ج  ام پ  ی  شت  ر ک  ه ک  اري م  ش  اب  ه

span {αi}ki=1 = span {fi}ni=1 , span {βj}lj=1 = span {gj}nj=1 .

،y ∈ Y, x ∈ X ه  ر ب  راي ک  ه م  یش  ون  د ی  اف  ت ه  ای  ی cij ص  ورت ای  ن در

f1(x)g1(y) + ...+ fn(x)g(y) =
∑

i=1,...,k
j=1,...,l

cijαiβj (6 . 1)

f1 ⊗ g1 + ...+ fn ⊗ gn =
∑

i=1,...,k
j=1,...,l

cijαi ⊗ βj (7 . 1)

داری  م ک  ن  ی  م، اس  ت  ف  اده (4 . 1) از و ک  ن  ی  م داخ  ل  ی ض  رب h(x, y) = αi(x)βi(y) ت  اب  ع ب  ا را ط  رف  ی  ن (6 . 1) در اگ  ر ص  ورت ای  ن در
م  یش  ود. اث  ب  ات را φ ب  ودن ی  ک  ری  خ  ت  ی ن  ت  ی  ج  ه در و ب  ودن ی  ک ب  ه ی  ک (7 . 1) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .cij = 0

از ص  ح  ب  ت ه  رگ  اه م  یک  ن  د. م  ع  رف  ی L2(X,µ) ⊗ L2(Y, ν) ف  ض  اي س  ازي م  ح  ق  ق ب  راي روش ی  ک ب  الا م  ث  ال 3 . 1 ت  ب  ص  ره
اس  ت. ف  وق م  ث  ال در ش  ده م  ع  رف  ی φ(f, g) ه  م  ان م  ن  ظ  ور ب  ی  ای  د، م  ی  ان ب  ه g, f ت  واب  ع ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب

را S1 ⊗ S2 آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ب  س  ت  ه زی  رف  ض  اه  ای  ی S2 ⊆ L2(Y, ν) و S1 ⊆ L2(X,µ) اگ  ر ق  ب  ل، م  ث  ال م  ف  روض  ات ب  ا 1.3 م  ث  ال
م  یش  ون  د، ت  ول  ی  د {f ⊗ g : f ∈ S1, g ∈ S2} م  ج  م  وع  هي ت  وس  ط ک  ه L2(X × Y, µ× ν) ب  س  ت  هي زی  رف  ض  اي ب  ا م  یت  وان

گ  رف  ت. درن  ظ  ر ی  ک  ی

L2(X,µ)⊗H آن  گ  اه ب  اش  د، σ-م  ت  ن  اه  ی ان  دازهي ف  ض  اي ی  ک (X,µ) و پ  ذی  ر ج  دای  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ه  رگ  اه 1.4 م  ث  ال
f : X → H ان  دازهپ  ذی  ر ت  واب  ع ه  م  هي ف  ض  اي L2(X,µ;H) آن در ک  ه گ  رف  ت ی  ک  ی L2(X,µ;H) ف  ض  اي ب  ا م  یت  وان را

ک  ه ط  وري ب  ه ∫اس  ت
X
∥f(x)∥2H µ(dx) <∞
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ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب .2 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

.f ⊗ h = fh ،h ∈ H ه  ر و f ∈ L2(X,µ) ه  ر ب  راي و

ب  ا را S ⊗H م  یت  وان ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. L2(X,µ) از ب  س  ت  ه زی  رف  ض  اي ی  ک S ک  ن  ی  د ف  رض ب  الا م  ث  ال ن  م  ادگ  ذاري ب  ا 1.5 م  ث  ال
گ  رف  ت. ی  ک  ی م  یش  ود ت  ول  ی  د {f ⊗ h : f ∈ S, h ∈ H} م  ج  م  وع  هي ت  وس  ط ک  ه L2(X,µ;H) ب  س  ت  هي زی  رف  ض  اي

ن  ت  ای  ج و ت  ع  اری  ف ک  ردهای  م. ت  ع  ری  ف را ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي دو ت  ان  س  وري ح  اص  لض  ربه  اي ک  ار ای  ن  ج  اي ب  ه ت  ا
ش  ک  ل ب  ه ف  ض  اه  ای  ی ت  ا م  یده  ی  م گ  س  ت  رش اس  ت  ق  رای  ی ص  ورت ب  ه ب  الات  ر اب  ع  اد ت  ان  س  وري ح  اص  لض  ربه  اي ب  راي را ب  الا
ی  ک  ری  خ  ت  یه  اي ت  ان  س  وري، ح  اص  لض  ربه  اي ج  ب  ري ح  ال  ت م  ان  ن  د ش  ون  د. ت  ول  ی  د ... و H1 ⊗ (H2 ⊗H3), (H1 ⊗H2)⊗H3

ش  ک  ل ب  ه ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي

H1 ⊗ (H2 ⊗H3) ∼= (H1 ⊗H2)⊗H3, (8 . 1)

ف  رم ب  ه ح  اص  لض  ربه  ای  ی از ص  ح  ب  ت ه  رگ  اه پ  س اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  ربه  اي ب  راي
اس  ت. (8 . 1) ع  ب  ارت دوط  رف ف  ض  اه  اي از ه  رک  دام ب  ا ی  ک  ری  خ  ت ک  ه اس  ت ه  ی  ل  ب  رت  ی ف  ض  اي م  ن  ظ  ور ش  د، H1 ⊗H2 ⊗H3

ت  ع  ری  ف H⊗(n+1) = H⊗n ⊗H و H⊗0 = R ب  ا اس  ت  ق  رای  ی ص  ورت ب  ه ،n = 0, 1, ... ب  راي را H⊗n ن  م  ادگ  ذاري درن  ه  ای  ت
م  یک  ن  ی  م.

ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي م  ت  ق  ارن ت  ان  س  وري ت  وانه  اي 1 . 2 . 1
n-ام م  رت  ب  هي م  ت  ق  ارن ت  ان  س  وري ت  وان ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک گ  ذش  ت  ه، م  ان  ن  د H ک  ن  ی  د ف  رض

م  یش  ود. ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه n = 1, 2, ... ب  راي H

Hn از م  ت  ق  ارن n-خ  ط  ی ن  گ  اش  ت ی  ک ب  ا ه  م  راه H⊙n ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک ،H n-ام م  رت  ب  هي م  ت  ق  ارن ت  ان  س  وري ت  وان 1.6 ت  ع  ری  ف
ب  ا را ن  گ  اش  ت ای  ن ت  ح  ت (h1, ..., hn) ∈ Hn ت  ص  وی  ر م  یک  ن  د. ت  ول  ی  د را H⊙n ن  گ  اش  ت ای  ن ب  رد ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت H⊙n ب  ه

ص  ورت ب  ه را H⊙n داخ  ل  ی ض  رب و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش h1 ⊙ ...⊙ hn

⟨h1 ⊙ ...⊙ hn, h
′
1 ⊙ ...⊙ h′n⟩ =

1

n!

∑
π∈Sn

Πn
i=1

⟨
hi, h

′
π(i)

⟩
, (9 . 1)

م  یب  اش  د. {1, 2, ..., n} م  ج  م  وع  هي روي ج  ای  گ  ش  ته  اي ه  م  هي م  ج  م  وع  هي Sn آن در ک  ه م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

ن  گ  اش  ت گ  رف  ت  ن ن  ادی  ده ب  ا م  ع  م  ولاً اس  ت. ی  ک  ت  ا ه  ی  ل  ب  رت، ف  ض  اه  اي ی  ک  ری  خ  ت  ی ح  د ت  ا آم  ده ف  وق ت  ع  ری  ف در ک  ه H⊙n ف  ض  اي 4 . 1 ت  ب  ص  ره
ای  ن ان  ج  ام از م  ا دل  ی  ل م  یگ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ی  ک  ی H n-ام م  رت  ب  هي ت  ان  س  وري ت  وان ب  ا را H⊙n ت  ع  ری  ف، در ش  ده ذک  ر م  ت  ق  ارن n-خ  ط  ی
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ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب .2 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

را ت  ع  ری  ف در ش  ده ذک  ر م  ت  ق  ارن n-خ  ط  ی ن  گ  اش  ت واق  ع در ،h1 ⊙ ...⊙ hn ص  ورت ب  ه H⊙n اع  ض  اي ن  م  ای  ش ب  ا ک  ه اس  ت ای  ن ک  ار
R ی  ع  ن  ی اس  ک  ال  ره  ا، ف  ض  اي ه  م  ان H⊙0 ک  ه م  یک  ن  ی  م ق  رارداد ن  ه  ای  ت در ای  م. ک  رده ل  ح  اظ H⊙n اع  ض  اي ن  م  ای  ش در ض  م  ن  ی ص  ورت ب  ه

ب  اش  د.

،h1, h2 ∈ H ه  ر ب  راي و n = 0, 1, ... ه  ر ب  راي ت  ع  ری  ف، ب  ه ت  وج  ه ب  ا

⟨
h⊙n
1 , h⊙n

2

⟩
= ⟨h1, h2⟩n

،h ∈ H ه  ر ب  راي ن  ت  ی  ج  ه در h⊙n∥∥و
∥∥
H⊙n = ∥h∥nH .

ای  ن در م  یش  ود. م  ع  رف  ی H⊗n زی  رف  ض  اي ی  ک ص  ورت ب  ه H⊙n آن در ک  ه دارد وج  ود H⊙n ف  ض  اي س  اخ  ت  ن ب  راي ط  ب  ی  ع  ی راه  ی
ص  ورت ب  ه ج  ای  گ  ش  ت ن  گ  اش  ته  اي ت  م  ام ت  ح  ت ن  اوردا زی  رف  ض  اي H⊙n س  اخ  ت  ن، روش

H⊗n → H⊗n

h1 ⊗ ...⊗ hn → hπ(1) ⊗ ...⊗ hπ(n), π ∈ Sn

م  ج  م  وع  هي ت  وس  ط ت  ول  ی  دش  ده H⊗n ب  س  ت  هي زی  رف  ض  اي H⊙n ص  ورت ای  ن در اس  ت.
{

1

n!

∑
π∈Sn

hπ(1) ⊗ ...⊗ hπ(n) : h1, ..., hn ∈ H

}

م  یپ  ذی  ری  م. را h1 ⊙ ...⊙ hn =
1

n!

∑
π∈Sn

hπ(1) ⊗ ...⊗ hπ(n) ن  م  ادگ  ذاري ح  ال  ت ای  ن در اس  ت.

ف  ض  اي ب  ا م  یت  وان را (L2(X,µ))
⊙n ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. σ-م  ت  ن  اه  ی ان  دازهي ف  ض  اي ی  ک (X,µ) ک  ن  ی  د ف  رض 1.7 م  ث  ال

اس  ت. Xn روي م  رب  ع-ان  ت  گ  رالپ  ذی  ر م  ت  ق  ارن ت  واب  ع ه  م  هي ف  ض  اي L2
s(X

n, µn) آن در ک  ه گ  رف  ت ن  ظ  ر در ی  ک  ی L2
s(X

n, µn)

ش  ک  ل ب  ه دن  ب  ال  هه  اي ت  م  ام ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي را ⊕∞
n=0H

⊙n ب  اش  د. ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 1.8 ت  ع  ری  ف
و م  ین  ام  ی  م H روي (م  ت  ق  ارن) ف  وك2 ف  ض  اي را ف  ض  ا ای  ن .

∞∑
n=0

∥hn∥2H⊙n < ∞ و hn ∈ H⊙n ک  ه م  یگ  ی  ری  م {hn}∞n=0

م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش exp(H) ن  م  اد ب  ا را آن گ  اه  ی
2Fock
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ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب .2 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

اس  ت. ض  روري م  ا ب  ع  دي ک  ارب  رده  اي ب  راي ک  ه م  یک  ن  ی  م اث  ب  ات و ب  ی  ان ق  ض  ی  هاي ادام  ه در

ن  گ  اش  ت ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  دادي m,n ≥ 0 و ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 1.9 ق  ض  ی  ه
ب  ا ش  ده ت  ع  ری  ف

⊙ (h1 ⊙ h2 ⊙ ...⊙ hm, hm+1 ⊙ ...hm+n) = h1 ⊙ ...⊙ hm+n,

h1, ..., hm+n ∈ H,

ه  م  چ  ن  ی  ن داد. گ  س  ت  رش ،⊙ : H⊙m ×H⊙n → H⊙(m+n) پ  ی  وس  ت  هي دوخ  ط  ی ن  گ  اش  ت ی  ک ب  ه م  یت  وان را

∥f ⊙ g∥H⊙(m+n) ≤ ∥f∥H⊙m ∥g∥H⊙n . (10 . 1)

ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي (م  ن  ح  ص  رب  ف  رد) ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک ط  ب  ی  ع  ی ص  ورت ب  ه H ب  راي ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک درن  ظ  رگ  رف  ت  ن ب  ا ب  ره  ان.

H⊗m ⊗H⊗n −→ H⊗(m+n)

(h1 ⊗ ...hm)⊗ (hm+1 ⊗ ...⊗ hm+n) −→ h1 ⊗ ...⊗ hm+n, h1, ...hm+n ∈ H,

ف  ض  اي ق  ائ  م ت  ص  وی  ر ن  گ  اش  ت pk ک  ن  ی  د ف  رض م  یگ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در H⊗k زی  رف  ض  اي ی  ک ع  ن  وان ب  ه را H⊙k ح  ال م  یآوری  م. ب  دس  ت
ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. H⊙k روي H⊗k

pk(h1 ⊗ ...⊗ hk) = h1 ⊙ ...⊙ hk.

زی  را

⟨h1 ⊗ ...⊗ hk, h1 ⊙ ...⊙ hk⟩ =
1

k!

∑
π∈Sk

Πk
i=1

⟨
hi, hπ(i)

⟩
= ⟨h1 ⊙ ...⊙ hk, h1 ⊙ ...⊙ hk⟩ .
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ح  ال

pm+n ((h1 ⊙ ...⊙ hm)⊗ (hm+1 ⊙ ...⊙ hm+n))

=
1

m!
.
1

n!

∑
π∈Sm

∑
σ∈Sn

pm+n

(
(hπ(1) ⊗ ...⊗ hπ(m))⊗ (hm+σ(1))⊗ ...hm+σ(n)

)
=

1

m!
.
1

n!

∑
π∈Sm

∑
σ∈Sn

(h1 ⊙ ...⊙ hm+n)

= h1 ⊙ ...⊙ hm+n.

(11 . 1)

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را ⊙ ن  گ  اش  ت اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن

⊙ : H⊙m ×H⊙n → H⊙(m+n),

f ⊙ g = pm+n(f ⊗ g).

ط  ب  ی  ع  ی ی  ک  ری  خ  ت  ی ن  ظ  رگ  رف  ت  ن در ب  ا ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ک  ار ای  ن ب  راي ده  ی  م. ن  ش  ان را (10 . 1) ک  اف  ی  س  ت (11 . 1) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در
داری  م ف  وق ت  وض  ی  ح  ات و اث  ب  ات اب  ت  داي در ش  ده م  ع  رف  ی

∥f ⊙ g∥H⊙(m+n) = ∥pm+n(f ⊗ g)∥H⊙(m+n)

≤ ∥f ⊗ g∥H⊗(m+n) = ∥f ⊗ g∥H⊗m⊗H⊗n

= ∥f∥H⊗m . ∥g∥H⊗n = ∥f∥H⊙m . ∥g∥H⊙n .

ش  د. ث  اب  ت ح  ک  م ن  ت  ی  ج  ه در و

ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت3 ان  ت  گ  رال  ی ع  م  ل  گ  ره  اي از ت  ع  م  ی  م  ی ج  ه  ت  ی از م  ف  ه  وم ای  ن م  یپ  ردازی  م. ان  ق  ب  اض ن  ام ب  ه م  ف  ه  وم  ی م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در
ای  ن ب  راي م  ت  ع  ام  د ی  ک  هي پ  ای  هي ی  ک {ei}∞i=1 و اس  ت ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض ک  ار ای  ن ب  راي اس  ت.
ت  ان  س  وري ح  اص  لض  ربه  اي ان  ق  ب  اض r-ام  ی  ن ،r = 0, ..., p ∧ q ب  راي و j1, ..., jp, k1, ..., kp ط  ب  ی  ع  ی اع  داد ب  راي اس  ت. ف  ض  ا

ب  ا را ek1 ⊗ ...⊗ ekp و ej1 ⊗ ...⊗ ejp

(
ej1 ⊗ ...⊗ ejp

)
⊗r

(
ek1 ⊗ ...⊗ ekp

)
,

3Hilbert-Schmidt
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ب  ا r = 0 ب  راي را آن و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش

(
ej1 ⊗ ...⊗ ejp

)
⊗0

(
ek1 ⊗ ...⊗ ekp

)
= ej1 ⊗ ...⊗ ejp ⊗ ek1 ⊗ ...⊗ ekp ,

ب  ا 1 ≤ r ≤ p ∧ q ب  راي و

(
ej1 ⊗ ...⊗ ejp

)
⊗r

(
ek1 ⊗ ...⊗ ekp

)
=
(
Πr

l=1 ⟨ejl , ekl⟩H
)
ejr+1 ⊗ ...⊗ ejp ⊗ ekr+1 ⊗ ...⊗ ekq ,

آن  گ  اه ،r = p = q اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

(
ej1 ⊗ ...⊗ ejp

)
⊗p

(
ek1 ⊗ ...⊗ ekp

)
=
⟨
ej1 ⊗ ...⊗ ejp , ek1 ⊗ ...⊗ ekp

⟩
H⊗p .

ان  ج  ام راح  ت  ی ب  ه ک  ار ای  ن ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف g ∈ H⊗q و f ∈ H⊗p دل  خ  واه ع  ن  ص  ر دو ب  راي را ان  ق  ب  اض م  ف  ه  وم م  یخ  واه  ی  م ح  ال
ص  ورت ب  ه H ب  راي {ei}∞i=1 پ  ای  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا را g, f م  یش  ود.

f =
∞∑

j1,...,jp=1

α(j1, ..., jp)ej1 ⊗ ...⊗ ejp ,

g =
∞∑

k1,...,kq=1

β(k1, ..., kp)ek1 ⊗ ...⊗ ekq ,

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف 0 ≤ r ≤ p ∧ q ب  راي ص  ورت ای  ن در م  یک  ن  ی  م. ت  ج  زی  ه
(12 . 1)

f ⊗r g =
∞∑

j1,...,jp=1

∞∑
k1,...,kq=1

α(j1, ..., jp)β(k1, ..., kq)
(
ej1 ⊗ ...⊗ ejp

)
⊗r

(
ek1 ⊗ ...⊗ ekq

)
=

∞∑
jr+1,...,jp,kr+1,...,kq=1

∞∑
l1,...,lr=1

α(l1, ..., lr, jr+1, ..., jp)β(l1, ..., lr, kr+1, ..., kq)

×
(
ejr+1 ⊗ ...⊗ ejp ⊗ ekr+1 ⊗ ...⊗ ekq

)
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و ک  ش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوي ب  ه ب  ن  ا ک  ار ای  ن ب  راي ک  ن  ی  م. اث  ب  ات را (12 . 1) س  ري ه  م  گ  رای  ی ب  ای  س  ت  ی ب  الا، ت  ع  ری  ف ش  دن ت  ک  م  ی  ل ب  راي ام  ا
پ  ارس  وال4 ات  ح  اد

∞∑
jr+1,...,jp,kr+1,...,kq=1

(
∞∑

l1,...,lr=1

α(l1, ..., lr, jr+1, ..., jp)β(l1, ..., lr, kr+1, ..., kq)

)2

≤
∞∑

j1,...,jp=1

(α(j1, ..., jp))
2 .

∞∑
k1,...,kq=1

(β(k1, ..., kq))
2

= ∥f∥2H⊗p . ∥g∥2H⊗q <∞,

ک  وت  اهت  ر ن  م  اد ب  ا را ،0 ≤ r ≤ p ∧ q ،f ⊗r g م  یت  وان ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ع  ن  ی ب  ا ف  وق، ت  ع  ری  ف ن  ت  ی  ج  ه در

f ⊗r g =
∞∑

l1,...,lr=1

⟨f, el1 ⊗ ...⊗ elr⟩H⊗r ⊗ ⟨g, el1 ⊗ ...⊗ elr⟩H⊗r ,

ب  راي ک  ه درص  ورت  ی داد. ن  م  ای  ش

f =
∞∑

j1,...,jp=1

α(j1, ..., jp)ej1 ⊗ ...⊗ ejp ,

ش  ک  ل ب  ه را ⟨f, el1 ⊗ ...⊗ elr⟩H⊗r داخ  ل  ی ض  رب

⟨f, el1 ⊗ ...⊗ elr⟩H⊗r =
∞∑

jr+1,...,jp=1

α (l1, ..., lr, jr+1, ..., jp) ejr+1 ⊗ ...⊗ ejp ,

ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه را ⟨g, el1 ⊗ ...⊗ elr⟩H⊗r داخ  ل  ی ض  رب و

.f ⊗r g ∈ H⊗(p+q−2r) داری  م ب  الا ن  م  ادگ  ذاريه  اي ب  ا و ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ال  ف) 5 . 1 ت  ب  ص  ره

ن  ی  س  ت. م  ت  ق  ارن f ⊗r g ال  زام  اً آن  گ  اه ،g ∈ H⊙q, f ∈ H⊙p ی  ع  ن  ی ب  اش  ن  د، م  ت  ق  ارن f, g اگ  ر ب)

م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش f⊗̃rg ب  ا را f ⊗r g ش  دهي م  ت  ق  ارن ج)

ح  اص  لض  ربه  اي ب  راي ان  ق  ب  اض ت  ع  ری  ف ط  ب  ق آن  گ  اه ،h ∈ H و k ∈ H⊗2 = L2(X2, µ2) ،H = L2(X,µ) اگ  ر د)
4Parseval’s identity
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داری  م ت  ان  س  وري
k ⊗1 h(x) =

∫
X

k(t, x)h(t)µ(dt).

ان  ت  گ  رال  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک ،h 7→ k ⊗1 h ض  اب  ط  هي ب  ا Tk : L2(X,µ) → L2(X,µ) ع  م  ل  گ  ر ک  ه اس  ت م  ع  ن  ا ب  دی  ن ای  ن
اس  ت. k ه  س  ت  هي ب  ا ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت

ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي و ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي 3 . 1
ع  م  ل  گ  ره  اي ت  ع  ری  ف ه  س  ت  ن  د. ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي روي ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي از خ  اص  ی ح  ال  ت واق  ع در ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي

اس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه ف  ش  رده

ب  ه م  یده  ی  م ن  م  ای  ش B ب  ا ک  ه را H در واح  د گ  وي و ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 1.10 ت  ع  ری  ف
ص  ورت

B = {h ∈ H : ∥h∥H ≤ 1}

م  ج  م  وع  هي ه  رگ  اه ن  ام  ی  م ف  ش  رده را T : H → H خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

T (B) = {T (h) : h ∈ B}

ب  اش  د. ف  ش  رده H در

ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه م  ع  ادل  ن  د م  ت  ری  ک ف  ض  اه  اي در ف  ش  ردگ  ی و دن  ب  ال  هاي ف  ش  ردگ  ی ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ب  الا ن  م  ادگ  ذاري ب  ا
ک  ه ب  اش  د م  وج  ود آن از {hnk

}∞k=1 م  ان  ن  د زی  ردن  ب  ال  هاي ،H در {hk}∞k=1 ک  ران  دار دن  ب  ال  هي ه  ر ب  راي ه  رگ  اه اس  ت ف  ش  رده T
ش  ود. ه  م  گ  را H در {T (hnk

)}∞k=1

ع  م  ل  گ  ري ن  رم ت  ح  ت ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي م  ج  م  وع  هي م  یک  ن  د ب  ی  ان ک  ه اس  ت ح  ق  ی  ق  ی آن  ال  ی  ز در اس  ت  ان  دارد ق  ض  ی  هي ی  ک زی  ر ق  ض  ی  هي
ان  د. ب  س  ت  ه

از دن  ب  ال  هاي Tn : H → H و ع  م  ل  گ  ري ن  رم ∥.∥ ح  ق  ی  ق  ی، ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 1.11 ق  ض  ی  ه
اس  ت. ف  ش  رده ن  ی  ز T ص  ورت ای  ن در .∥T − Tn∥ → 0 ،n→ ∞ وق  ت  ی ک  ه ب  اش  د H روي ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي

ک  ن  ی  د. رج  وع [39] م  رج  ع ب  ه اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ج  ه  ت ب  ره  ان.
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ن  ت  ای  ج ب  ی  ن از آوری  م. ب  دس  ت م  ت  ن  اه  ی-ب  ع  د ج  ب  رخ  ط  ی ن  ت  ای  ج ب  ه ش  ب  ی  ه ن  ت  ای  ج  ی ک  ه م  یک  ن  ن  د م  ه  ی  ا را ش  رای  ط  ی ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي
ب  اش  د. آن  ه  ا م  ه  مت  ری  ن زی  ر ق  ض  ی  هي ش  ای  د م  خ  ت  ل  ف

روي م  ت  ق  ارن ف  ش  ردهي ع  م  ل  گ  ر ی  ک T و ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض ط  ی  ف  ی) (ت  ج  زی  هي 1.12 ق  ض  ی  ه
اگ  ر ع  لاوه ب  ه اس  ت. م  وج  ود H ب  راي T وی  ژهي ب  رداره  اي از {ek}∞k=1 ی  ک  هي م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. H
ب  ه {λk}∞k=1 دن  ب  ال  هي و ه  س  ت  ن  د ح  ق  ی  ق  ی λkه  ا ه  م  گ  ی آن  گ  اه ب  اش  د، ek ب  رداروی  ژهي ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ق  داروی  ژهي ،k = 1, 2, ..., λk

اس  ت. ه  م  گ  را ص  ف  ر

ک  ن  ی  د. رج  وع [39] ب  ه م  یت  وان  ی  د اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي ب  ره  ان.
ب  رق  رار T ع  م  ل  گ  ر ب  راي ف  وق ق  ض  ی  هي ش  رای  ط ه  رگ  اه ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ف  وق ق  ض  ی  هي ع  ک  س ال  ف) 6 . 1 ت  ب  ص  ره

اس  ت. م  ت  ق  ارن و ف  ش  رده م  ذک  ور، ع  م  ل  گ  ر آن  گ  اه ب  اش  ن  د،

م  ین  ام  ی  م. T ع  م  ل  گ  ر ط  ی  ف را {λ1, λ2, ...} م  ج  م  وع  هي ب)

م  یپ  ردازی  م. ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي م  ع  رف  ی ب  ه اک  ن  ون

H1 ب  راي ی  ک  هاي م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي {ei}∞i=1 و ب  اش  ن  د ج  دای  یپ  ذی  ر ح  ق  ی  ق  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي دو H1, H2 ک  ن  ی  د ف  رض 1.13 ت  ع  ری  ف
م  ق  دار اگ  ر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

√√√√ ∞∑
i=1

∥T (ei)∥2H2
(13 . 1)

ن  م  اد ب  ا ک  ه را ع  م  ل  گ  ر ای  ن ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ن  رم ع  لاوه ب  ه ن  ام  ی  م. ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ر ی  ک را T ع  م  ل  گ  ر ب  اش  د، م  ت  ن  اه  ی
م  یگ  ی  ری  م. ب  راب  ر (13 . 1) م  ق  دار ب  ا م  یده  ی  م، ن  م  ای  ش ∥T∥HS

ت  وج  ه ک  ار ای  ن ب  راي اس  ت. م  س  ت  ق  ل H1 ب  راي {ei}∞i=1 پ  ای  هي ان  ت  خ  اب از ف  وق ت  ع  ری  ف ده  ی  م ن  ش  ان ب  ای  س  ت  ی ال  ف) 7 . 1 ت  ب  ص  ره
آن  گ  اه ب  اش  د، H2 ب  راي دل  خ  واه ی  ک  هي م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک {fj}∞j=1 اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د

∞∑
i=1

∥T (ei)∥2H2
=

∞∑
i,j=1

⟨T (ei), fj⟩2H2

=
∞∑

i,j=1

⟨ei, T ∗(fj)⟩2H1

=
∞∑
j=1

∥T ∗(fj)∥2H1
.
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∞∑
j=1

∥T ∗(fj)∥2H1
ب  ا ب  راب  ر پ  ای  ه، ان  ت  خ  اب از م  س  ت  ق  ل

∞∑
i=1

∥T (ei)∥2H2
،{fj}∞j=1 پ  ای  هي داش  ت  ن ن  گ  ه ث  اب  ت ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت.

دل  خ  واه ∥e1∥H1 = 1 ب  ا e1 ∈ H1 اگ  ر زی  را .∥T∥ ≤ ∥T∥HS آن  گ  اه ب  اش  د، ع  م  ل  گ  ري ن  رم ده  ن  دهي ن  ش  ان ∥.∥ ه  رگ  اه ب)
ک  ن  ی  د ت  وج  ه و ده  ی  د ت  وس  ع  ه {ei}∞i=1 م  ان  ن  د H1 ب  راي م  ت  ع  ام  د ی  ک  هي پ  ای  هي ی  ک ب  ه را {e1} م  ج  م  وع  هي اس  ت ک  اف  ی ب  اش  د،

ک  ه
∥T (e1)∥2H2

≤
∞∑
i=1

∥T (ei)∥2H2
= ∥T∥2HS.

ه  اي پ  ای  ه ت  رت  ی  ب ب  ه {ei}∞i=1, {fj}∞j=1 ب  اش  ن  د، ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي دو H1, H2 ک  ن  ی  د ف  رض 1.14 م  ث  ال
و ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ث  اب  ت ول  ی دل  خ  واه را k =

∞∑
i,j=1

αijei ⊗ fj ∈ H1 ⊗H2 ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. H1, H2 ب  راي ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د
ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را Tk ع  م  ل  گ  ر

Tk : H1 → H2,

h1 → k ⊗1 h1.

داری  م Tk ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف و پ  ارس  وال ات  ح  اد ط  ب  ق زی  را اس  ت ع  م  ل  گ  ره  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ی  ک Tk ص  ورت ای  ن در

∥Tk∥2HS =
∞∑
l=1

∥Tk(el)∥2H2
=

∞∑
l=1

∥∥⟨k, el⟩H1

∥∥2
H2

=
∞∑
l=1

∥∥∥∥∥∥
⟨

∞∑
i,j=1

αijei ⊗ fj, el

⟩
H1

∥∥∥∥∥∥
2

H2

=
∞∑
l=1

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

αljfj

∥∥∥∥∥
2

H2

=
∞∑
l=1

∞∑
j=1

|αlj|2 = ∥k∥2H1⊗H2
<∞.

(14 . 1)

ه  س  ت  ن  د. ب  الا م  ث  ال ع  م  ل  گ  ره  اي ف  رم ب  ه واق  ع در ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي ت  م  ام م  یده  ی  م ن  ش  ان ادام  ه در

ع  م  ل  گ  ر ی  ک T : H1 → H2 و ب  اش  ن  د ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي دو H1, H2 ک  ن  ی  د ف  رض 1.15 ق  ض  ی  ه
ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود اي k ∈ H1 ⊗H2 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت

T (h1) = Tk(h1) := k ⊗1 h1, ∀h1 ∈ H1.
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ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي و ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي .3 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. H1, H2 ب  راي ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د ه  اي پ  ای  ه ت  رت  ی  ب ب  ه {ei}∞i=1, {fj}∞j=1 ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
داری  م T ب  ودن ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ف  رض

∥T∥2HS =
∞∑
i=1

∥T (ei)∥2H2

=
∞∑

i,j=1

⟨T (ei), fj⟩2H2
<∞.

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف اگ  ر درن  ت  ی  ج  ه

k =
∞∑

i,j=1

⟨T (ei), fj⟩ ei ⊗ fj ∈ H1 ⊗H2,

داری  م ،h1 =
∞∑
l=1

αlel ب  س  ط ب  ا h1 ∈ H1 ه  ر ب  راي آن  گ  اه

k ⊗1 h1 =

⟨
∞∑

i,j=1

⟨T (ei), fj⟩ ei ⊗ fj,
∞∑
l=1

αlel

⟩

=
∞∑

i,j=1

αi ⟨T (ei), fj⟩H2
fj =

∞∑
i,j=1

⟨T (αiei), fj⟩H2
fj

=
∞∑
j=1

⟨T (h1), fj⟩H2
fj = T (h1).

م  یش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م و

اس  ت. ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي از خ  اص  ی ح  ال  ت خ  ودش، ب  ه ف  ض  ا ی  ک از ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ر ه  ر ک  ه م  یده  د ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  هي

در ب  اش  د. ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ر ی  ک T : H → H و ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 1.16 ق  ض  ی  ه
اس  ت. ف  ش  رده T ص  ورت ای  ن

اي k ∈ H⊗2 ،1.15 ق  ض  ی  هي ط  ب  ق ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. H ب  راي ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک {ei}∞i=1 ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ،n = 1, 2, ... ه  ر ب  راي .k =

∞∑
i,j=1

αijei ⊗ ej م  یده  ی  م ق  رار .T = Tk ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت م  وج  ود

ان  د. ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  ا ای  ن اس  ت، م  ت  ن  اه  یب  ع  د Tn ب  رد n ه  ر ب  راي ک  ه آن  ج  ای  ی از .Tn = Tkn و kn =
n∑

i,j=1

αijei ⊗ ej
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ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي و ف  ش  رده ع  م  ل  گ  ره  اي .3 . 1 م  وردن  ی  از م  ق  دم  ات و ت  ع  اری  ف .1 ف  ص  ل

داری  م ،(14 . 1) راب  ط  هي و 7 . 1 ت  ب  ص  رهي ب) ق  س  م  ت ط  ب  ق آن  گ  اه ب  اش  د، ع  م  ل  گ  ري ن  رم ده  ن  دهي ن  ش  ان ∥.∥ اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

∥T − Tn∥2 ≤ ∥T − Tn∥2HS = ∥k − kn∥2H⊗2 =
∑

j>n ∨ i>n

|αij|2.

اس  ت. ف  ش  رده T ، 1.11 ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن م  یک  ن  د. م  ی  ل ص  ف  ر ب  ه ،n→ ∞ ک  ه زم  ان  ی آخ  ر ع  ب  ارت ول  ی

ع  م  ل  گ  ر ص  ورت ای  ن در .k ∈ H⊙2 و ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 1.17 ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. م  ت  ق  ارن ف  ش  ردهي ع  م  ل  گ  ر ی  ک ،h ∈ H ه  ر ب  راي T (h) = k ⊗1 h ض  اب  ط  هي ب  ا Tk : H → H

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه Tk ب  ودن م  ت  ق  ارن اث  ب  ات ب  راي ح  ال م  یگ  ی  ری  م. ن  ت  ی  ج  ه 1.16 ق  ض  ی  هي و 1.14 م  ث  ال از را Tk ب  ودن ف  ش  رده ب  ره  ان.
ط  ب  ق آن  گ  اه ب  اش  ن  د، H دل  خ  واه ع  ض  و دو h1, h2 و k =

∞∑
i,j=1

αijei ⊗ ej ب  اش  د، H ب  راي ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک {ei}∞i=1 اگ  ر
ن  ت  ی  ج  ه در .αij = αji ،i, j = 1, 2, ... ه  ر ب  راي ف  رض

⟨Tk(h1), h2⟩H = ⟨⟨k, h1⟩H , h2⟩H

=

⟨⟨
∞∑

i,j=1

αijei ⊗ ej, h1

⟩
H

, h2

⟩
H

=

⟨
∞∑

i,j=1

αij ⟨ei, h1⟩H ej , h2

⟩
H

=
∞∑

i,j=1

αij ⟨ei, h1⟩H ⟨ej, h2⟩H

= ⟨h1, Tk(h2) ⟩H .
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2 ف  ص  ل

م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش

اش  ت  ای  ن روش 1 . 2
م  یده  د. ارائ  ه گ  اوس  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ب  راي م  ع  ادل  ی ص  ورتب  ن  دي م  یک  ن  ی  م، ن  امگ  ذاري اش  ت  ای  ن1 ل  م ک  ه را زی  ر ل  م

اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال ت  وزی  ع داراي N ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. E(|N |) <∞ ب  ا ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک N ک  ن  ی  د ف  رض (اش  ت  ای  ن) 2.1 ل  م
،f ∈ C1

b (R) ت  اب  ع ه  ر ب  راي اگ  ر ت  ن  ه  ا اگ  رو اس  ت

E(f
′
(N)) = E(Nf(N)).

ان  ت  گ  رالگ  ی  ري از م  یت  وان اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه f ′ چ  ون ه  م  چ  ن  ی  ن . lim
|t|→∞

f(t)e−
t2

2 = 0 اس  ت، ک  ران  دار f ک  ه آن  ج  ا از (⇐) ب  ره  ان.
ک  رد اس  ت  ف  اده زی  ر ص  ورت ب  ه ج  ز ب  ه ج  ز

E(f
′
(N)) =

∫
R

f
′
(t)e−

t2

2 dt =

∫
R

e−
t2

2 df(t)

=

∫
R

tf(t)e−
t2

2 dt = E(N(f(N))).

ه  م  گ  رای  ی ق  ض  ی  ه و N ان  ت  گ  رالپ  ذی  ري ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. N م  ش  خ  ص  هي ت  اب  ع ψ(t) = E(eitN) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال (⇒)

و اس  ت م  ش  ت  قپ  ذی  ر ψ ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه ل  ب  گ ت  س  ل  ط  ی

ψ
′
(t) = iE(NeitN). (1 . 2)

1Stein’s lemma
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

ف  رض ط  ب  ق ط  رف  ی از

iE(NeitN) = iE(N cos(tN))− E(N sin(tN))

= −iE(t sin(tN))− E(t cos(tN))

= −tE(e(itN)) = −tψ(t).

(2 . 2)

ق  ض  ی  هي از ح  ک  م و ψ(t) = e−
t2

2 رو ای  ن از ،ψ′
(t) = −tψ(t) ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه (2 . 2) و (1 . 2) از ح  ال

م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه م  ش  خ  ص  ه ت  اب  ع ی  ک  ت  ای  ی

ن  س  ب  ت  اً م  ج  م  وع  هي ی  ک در fه  ای  ی ب  راي E(f ′
(X)−Xf(X)) ع  ب  ارت ح  اص  ل X م  ان  ن  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ري ب  راي اگ  ر ح  ال

اش  ت  ای  ن روش اص  ل  ی ای  دهي ب  اش  د. داش  ت  ه اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال ت  وزی  ع ب  ه ن  زدی  ک ت  وزی  ع  ی X داری  م ان  ت  ظ  ار ب  اش  د، ک  وچ  ک ت  واب  ع، از ب  زرگ
ت  وض  ی  ح  ات در ن  رم  ال ت  وزی  ع ب  ه ن  زدی  ک ت  وزی  ع و ت  واب  ع از ی  زرگ ن  س  ب  ت  اً م  ج  م  وع  هي از م  ن  ظ  ور ام  ا اس  ت ه  م  ی  ن ن  ی  ز ن  رم  ال ت  وزی  عه  اي ب  راي

م  یک  ن  د. ب  ی  ان روش  نت  ر را ت  وزی  عه  ا ن  زدی  ک  ی م  ف  ه  وم زی  ر ت  ع  اری  ف چ  ی  س  ت؟ ب  الا

از ،X, Y ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ه  ردو ب  راي ک  ه ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع از اس  ت H م  ان  ن  د م  ج  م  وع  هاي ت  واب  ع، از ج  داک  ن  ن  ده ک  لاس ی  ک 2.2 ت  ع  ری  ف
م  ف  روض  ات

h(X), h(Y ) ∈ L1(Ω),E(h(X)) = E(h(Y )) (∀h ∈ H) ,

ان  د. ه  مت  وزی  ع X,Y گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ب  ت  وان

،h ∈ H ه  ر ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه ه  س  ت  ن  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر دو X, Y و ب  اش  د ج  داک  ن  ن  ده ک  لاس ی  ک H ک  ن  ی  د ف  رض 2.3 ت  ع  ری  ف
م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ص  ورت ای  ن در .h(X), h(Y ) ∈ L1(Ω)

dH(X,Y ) = suph∈H ( |E (h(X))− E (h(Y )) | ) .

اس  ت. م  رب  وط X,Y ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ت  وزی  عه  اي ب  ه ف  ق  ط dH(X,Y ) م  ق  دار اس  ت، م  ش  خ  ص ب  الا ت  ع  ری  ف از ک  ه ه  م  ان  ط  ور
م  ت  ر ی  ک ،h ∈ H ه  ر ب  راي h ∈ L1(ν) ک  ه ه  ای  ی ν از م  ت  ش  ک  ل (R, β) روي اح  ت  م  ال ان  دازهه  اي ف  ض  اي در dH ه  م  چ  ن  ی  ن

م  یک  ن  د. ت  ع  ری  ف
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

وض  وح ب  ه آن  گ  اه ،z ∈ R ک  ه ب  اش  د (−∞, z] ش  ک  ل ب  ه ب  ازهه  اي م  ش  خ  ص  هي ت  واب  ع ت  م  ام از م  ت  ش  ک  ل H ه  رگ  اه ال  ف) 2.4 م  ث  ال
ن  امگ  ذاري ک  ول  م  وگ  رف2 ف  اص  ل  هي را آن و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش dKol ب  ا را dH ص  ورت ای  ن در و اس  ت ج  داک  ن  ن  ده ک  لاس ی  ک H

ع  ب  ارت  ی ب  ه م  یک  ن  ی  م.

dKol(X, Y ) = supz∈R |P(X ≤ z)− P(Y ≤ z)|.

ک  لاس ی  ک H وض  وح ب  ه ن  ی  ز ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. R در ب  ورل م  ج  م  وع  هه  اي م  ش  خ  ص  هي ت  واب  ع ت  م  ام ک  لاس H ک  ن  ی  د ف  رض ب)
ص  ورت ب  ه و dTV ن  م  اد ب  ا را dH ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. ج  داک  ن  ن  ده

dTV (X,Y ) = supB∈β |P(X ∈ B)− P(Y ∈ B)|

م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش

ک  ه ب  اش  د h م  ان  ن  د ت  واب  ع  ی ت  م  ام ک  لاس H = Lip(1) ه  رگ  اه ج)

∥h∥Lip := supx̸=y |
h(x)−h(y)

y−x
| ≤ 1

ب  ن  اب  رای  ن ن  ام  ی  م. واس  رس  ت  ای  ن3 ف  اص  ل  هي آنرا و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش dW ب  ا را dH آن  گ  اه

dW (X,Y ) = suph∈Lip(1) |Eh(X)− Eh(Y )|.

ت  واب  ع ،t ̸= 0 ه  ر ب  راي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه Lip(1) ب  ودن ج  داک  ن  ن  ده اث  ب  ات، ب  راي

h1(x) =
cos tx

t
, h2(x) =

sin tx
t

اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن دارن  د. ت  ع  ل  ق Lip(1) ب  ه

E(h1(X)) = E(h1(Y )), E(h2(X)) = E(h2(Y )),

آن  گ  اه

E(h1(X) + ih2(X)) = E(h1(Y ) + ih2(Y )).

2Kolmogorov
3Wasserstein
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

،t ∈ R ه  ر ب  راي دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه

E
(
eitX

)
= E

(
eitY
)

ان  د. ه  مت  وزی  ع Y و X ن  ت  ی  ج  ه در و

f ت  واب  ع از ب  زرگ  ی ن  س  ب  ت  اً م  ج  م  وع  هي ب  راي E
(
f

′
(X)−Xf(X)

)
م  ق  ادی  ر X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ب  راي اگ  ر ک  ه گ  ف  ت  ی  م پ  ی  شت  ر

م  ج  م  وع  ه از م  ن  ظ  ور ح  ال ک  ردی  م. ب  ی  ان را ت  وزی  عه  ا ن  زدی  ک  ی از م  ن  ظ  ور ب  الا در دارد. ن  رم  ال ت  وزی  ع ب  ه ن  زدی  ک ت  وزی  ع  ی X ب  اش  د، ک  وچ  ک
ت  ع  ری  ف ب  ه ذی  ل در اس  ت. ج  داک  ن  ن  ده ک  لاس ی  ک از ب  رآم  ده ت  واب  ع ب  ا م  ت  ن  اظ  ر اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي ج  وابه  اي f ت  واب  ع، از ب  زرگ ن  س  ب  ت  اً ي

م  یپ  ردازی  م. اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي

ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د ان  دازهپ  ذی  ر ت  اب  ع  ی h : R → R و اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال، م  ت  غ  ی  ري N ک  ن  ی  د ف  رض 2.5 ت  ع  ری  ف
اس  ت f ب  رح  س  ب زی  ر خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  هي ،h ب  ا م  ت  ن  اظ  ر اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي .E (|h(N)|) <∞

f
′
(x)− xf(x) = h(x)− E (h(N)) . (3 . 2)

ج  ا ه  م  ه (ت  ق  ری  ب  اً f ′ از ن  س  خ  ه ی  ک ک  ه گ  ون  هاي ب  ه اس  ت f م  ان  ن  د پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ت  اب  ع  ی اش  ت  ای  ن، م  ع  ادل  هي از ج  واب ی  ک و
ب  اش  د. ب  رق  رار x ∈ R ه  ر ب  راي اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي آن ب  راي ک  ه ب  اش  د م  وج  ود (f ′ م  س  اوي

آن  گ  اه ک  ن  د، ص  دق ف  وق ت  ع  ری  ف ش  رای  ط در و ب  اش  د h ب  ا م  ت  ن  اظ  ر اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي ج  واب ی  ک ،f ه  رگ  اه م  ع  م  ولاً ال  ف) 1 . 2 ت  ب  ص  ره
م  یک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده fz از fh ب  ج  اي آن  گ  اه ب  اش  د، h = 1(−∞,z] اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش fh ن  م  اد ب  ا را f

،x ∈ R ه  ر ب  راي ی  ع  ن  ی م  یک  ن  د. ص  دق اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي در ک  ه اس  ت fh م  ش  ت  ق از ن  س  خ  ه ه  م  ان ،f ′

h از م  ن  ظ  ور ب)

f
′

h(x) = xfh(x) + h(x)− E (h(N)) .

م  یب  اش  د. اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي از م  ن  ح  ص  رب  ف  رد و خ  اص ج  واب  ی وج  ود درم  ورد زی  ر ق  ض  ی  هي

ت  اب  ع 2.6 ق  ض  ی  ه

f(x) = e
x2

2

∫ x

−∞
(h(y)− E(h(N)) e−

y2

2 dy, (4 . 2)

اس  ت. lim|x|→∞ e−
x2

2 f(x) = 0 ش  رط ب  ه اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي م  ن  ح  ص  رب  ف  رد ج  واب
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

ن  وش  ت زی  ر ص  ورت ب  ه را (3 . 2) م  ع  ادل  هي م  یت  وان ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  ره  ان.

e
x2

2
d
dx

(
e−

x2

2 f(x)
)
= h(x)− E (h(N)) .

ص  ورت ب  ه (3 . 2) م  ع  ادل  هي ج  واب ب  ن  اب  رای  ن

f(x) = Ce
x2

2 + e
x2

2

∫ x

−∞
(h(t)− E (h(N))) e−

t2

2 dt, (5 . 2)

آن  گ  اه ،x→ −∞ اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ح  ال اس  ت. ث  اب  ت ع  ددي C ∈ R آن در ک  ه ∫اس  ت x

−∞ (h(t)− E (h(N))) e−
t2

2 dt −→ 0.

آن  گ  اه ،x→ +∞ اگ  ر و
∫ x

−∞
(h(t)− E (h(N))) e−

t2

2 dt −→
∫
R

(h(t)− E (h(N))) e−
t2

2 dt

=
√
2π (E(h(N))− E(h(N)))

= 0.

م  یش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. ص  ف  ر ب  راب  ر C م  ق  دار (5 . 2) در ب  ای  س  ت  ی و lim
|x|→+∞

f(x)e
−x2

2 = 0 درن  ت  ی  ج  ه

داری  م ب  گ  ی  ری  م، ری  اض  ی ام  ی  د و ک  ن  ی  م ج  ايگ  ذاري را X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ،x ب  ج  اي اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي در اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ح  ال

E
(
f

′

h(X)−X(fh(X))
)
= E (h(X)− E(h(N)))

ب  ن  اب  رای  ن

dH(X,N) = sup
h∈H

∣∣∣E(f ′

h(X)−X(fh(X))
)∣∣∣ (6 . 2)

م  ن  اس  ب ک  رانه  اي آوردن ب  دس  ت اس  ت. ن  رم  ال م  ت  غ  ی  ره  اي از ت  س  اوي راس  ت س  م  ت ظ  اه  ري واب  س  ت  گ  ی ع  دم ب  الا ع  ب  ارت ج  ال  ب ن  ک  ت  هي
م  یآوری  م. ب  دس  ت را ک  رانه  ا ای  ن از ت  ع  دادي م  ن  ظ  ور ای  ن ب  راي اس  ت، ب  رخ  وردار ب  الای  ی اه  م  ی  ت از اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي ه  اي ج  واب ب  راي

در ش  ده، داده (4 . 2) ت  وس  ط ک  ه fh ج  واب آن  گ  اه ب  اش  د، ان  دازهپ  ذی  ر h : R → [0, 1] اش  ت  ای  ن، م  ع  ادل  هي در ه  رگ  اه 2.7 ق  ض  ی  ه
م  یک  ن  د ص  دق زی  ر ش  رای  ط
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

∥fh∥∞ ≤
√
π

2
,

∥∥f ′

h

∥∥
∞ ≤ 2.

ای  نرو از . x ∈ R ه  ر ب  راي |h(x)− E(h(N))| ≤ 1 ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، [0, 1] م  ج  م  وع  هي h ت  اب  ع ب  رد ک  ه آن  ج  ا از ب  ره  ان.

|fh(x)| ≤ e
x2

2

∫∞
|x| e

− t2

2 dt ≤
√

π
2
.

،x ∈ R ه  ر ب  راي ک  ه ای  م ک  رده اس  ت  ف  اده ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از اول ن  ام  س  اوي در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
∫ x

−∞
(h(t)− E(h(N)) e−

t2

2 dt = −
∫ ∞

x

(h(t)− E(h(N)) e−
t2

2 dt. (7 . 2)

ت  اب  ع ک  ه ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از دوم ن  ام  س  اوي ه  م  چ  ن  ی  ن

x→ e
x2

2

∫∞
|x| e

− t2

2 dt,

م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه م  یگ  ی  رد، x = 0 در را خ  ود م  ق  دار م  اک  زی  م  م
داری  م ،(7 . 2) از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن م  یک  ن  د، ص  دق اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي در fh ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه دوم ک  ران اث  ب  ات ب  راي

f
′

h(x) = (h(x)− E(h(N)) + xe
x2

2

∫ x

−∞
(h(t)− E(h(N)) e−

t2

2 dt

= (h(x)− E(h(N))− xe
x2

2

∫ ∞

x

(h(t)− E(h(N)) e−
t2

2 dt.

ای  نرو از

∣∣∣f ′

h(x)
∣∣∣ ≤ 1 + |x|e

x2

2

∫ ∞

|x|
e−

t2

2 dt

≤ 1 + e
x2

2

∫ ∞

|x|
te−

t2

2 dt

≤ 2.

ق  ض  ی  هي ن  ت  ای  ج م  یپ  ردازی  م آن م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در ک  ه ق  ض  ی  هاي اس  ت. ک  ل  م  وگ  رف ف  اص  ل  هي ب  ه ب  ه م  ا اص  ل  ی ت  وج  ه پ  ژوه  ش، ای  ن در
م  یب  خ  ش  د. ب  ه  ب  ود ک  ول  م  وگ  رف ف  اص  ل  هي ب  راي را 2.7
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. h = 1(−∞,z] ب  ا م  ت  ن  اظ  ر اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي ب  راي (4 . 2) ت  وس  ط ش  ده داده ج  واب fz ک  ن  ی  د ف  رض 2.8 ق  ض  ی  ه

fz(x) =


√
2πe

x2

2 Φ(x)(1− Φ(z)) x ≤ z اگ  ر
√
2πe

x2

2 (1− Φ(x))Φ(z) x > z اگ  ر
(8 . 2)

داری  م ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال N و Φ(x) = P(N ≤ x) آن در ک  ه

∥fz∥∞ ≤
√
2π

4
,

∥∥f ′
z

∥∥
∞ ≤ 1.

داری  م (8 . 2) و اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا .h = 1(−∞.z] ده  ی  م ق  رار (4 . 2) در اس  ت ک  اف  ی (8 . 2) اث  ب  ات ب  راي ب  ره  ان.

f
′

z(x) = xfz(x) + 1(−∞,z](x)− Φ(z).

=

xfz(x) + 1− Φ(z) x ≤ z اگ  ر

xfz(x)− Φ(z) x > z اگ  ر
(9 . 2)

=


(√

2πxe
x2

2 Φ(x) + 1
)
(1− Φ(z)) x ≤ z √)اگ  ر

2πxe
x2

2 (1− Φ(x))− 1
)
Φ(z) x > z اگ  ر

ن  ت  ی  ج  ه در و

(xfz(x))
′
=


√
2π (1− Φ(z))

(
(1 + x2)e

x2

2 Φ(x) +
x√
2π

)
x ≤ z اگ  ر

√
2πΦ(z)

(
(1 + x2)e

x2

2 (1− Φ(x))− x√
2π

)
x > z اگ  ر

(10 . 2)

اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  م  ود. اث  ب  ات z ≥ 0 ب  راي ت  ن  ه  ا را ن  ظ  ر م  ورد ن  ام  س  اويه  اي اس  ت ک  اف  ی ،fz(x) = f−z(−x) ک  ه آن  ج  ا از
آن  گ  اه ،x > 0∫∞

x
e−

t2

2 dt ≤
∫∞
x

t
x
e−

t2

2 dt =
e−

x2

2

x
√
2π
,

،x ≥ 0 ب  راي و

.
∫∞
x
e−

t2

2 dt ≥ xe−
x2

2

1 + x2
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

،x > 0 ه  ر ب  راي ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. درس  ت x ه  ر ب  راي ط  رف  ی  ن م  ش  ت  ق ب  راي و x = 0 ب  راي ن  ام  س  اوي زی  را

xe−
x2

2

(1 + x2)
√
2π

≤ 1− Φ(x) ≤ e−
x2

2

x
√
2π

(11 . 2)

ت  وج  ه ) اس  ت ص  ع  ودي ت  اب  ع ی  ک x → xfz(x) ت  اب  ع ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،(10 . 2) در (11 . 2) ن  ام  س  اويه  اي ب  ردن ک  ار ب  ه ب  ا ح  ال
.( ن  م  ود اس  ت  ف  اده (11 . 2) از ،Φ(x) =

∫∞
−x
e−

t2

2 dt ب  ه ت  وج  ه ب  ا و x < 0 ک  ه ک  رد ف  رض ت  وان م  ی x < z ح  ال  ت در ک  ه ک  ن  ی  د
ب  زرگ، ک  اف  ی ان  دازهي ب  ه ه  اي x ب  راي (8 . 2) ف  رم ه  م  چ  ن  ی  ن و (11 . 2) از اس  ت  ف  اده ب  ا

Φ(z)
x2

1 + x2
≤ xfz(x) ≤ Φ(z)

،( Φ(x) = 1− Φ(−x) ک  ه ک  ن  ی  د (ت  وج  ه ک  وچ  ک ک  اف  ی ان  دازهي ب  ه ه  اي x ب  راي و

(Φ(z)− 1) ≤ xfz(x) ≤ (Φ(z)− 1)
x2

1 + x2
.

درن  ت  ی  ج  ه

lim
x→−∞

xfz(x) = 1− Φ(z), lim
x→∞

xfz(x) = Φ(z). (12 . 2)

داری  م x ≤ z ب  راي ،(9 . 2) ف  رم و x→ xfz(x) ت  اب  ع ب  ودن ص  ع  ودي ،(12 . 2) از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

0 < f
′

z(x) ≤ zfz(z) + 1− Φ(z) < 1 (13 . 2)

x > z ب  راي و

− 1 < zfz(z)− Φ(z) < f
′

z(x) < 0 (14 . 2)

.
∥∥f ′

z

∥∥
∞ ≤ 1 م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ب  الا ت  وض  ی  ح  ات از ب  ن  اب  ری  ن

ب  ن  اب  رای  ن م  یگ  ی  رد. x = z در را خ  ود م  ق  دار م  اک  زی  م  م x→ fz(x) ت  اب  ع ک  ه م  یده  ن  د ن  ت  ی  ج  ه (14 . 2) (2 . 13)و f∥∥ح  ال ′
z

∥∥
∞ = fz(z) =

√
2πe−

z2

2 Φ(z)(1− Φ(z)).

،z ≥ 0 ه  ر ب  راي ده  ی  م ن  ش  ان ب  ای  د اث  ب  ات ت  ک  م  ی  ل ب  راي ح  ال
√
2πe−

z2

2 Φ(z)(1− Φ(z)) ≤
√
2π

4
.
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اش  ت  ای  ن روش .1 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ک  ار ای  ن ب  راي

g(z) = Φ(z) (1− Φ(z))− ez
2/2

4
, h(z) =

1√
2π

+
z

4
− 2Φ(z)√

2π
.

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

g
′
(z) = e

−z2

2 h(z), h(0) = 0, h
′
(0) < 0,

h
′′
(z) =

z

π
.e

−z2

2 , lim
z→∞

h(z) = ∞.

z < z0 ب  راي و ب  اش  د م  ث  ب  ت z > z0 ب  راي h(z) ک  ه اس  ت م  وج  ود z0اي و اس  ت م  ح  دب [0,∞) ب  ازهي روي h ب  ن  اب  رای  ن
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  زول  ی z < z0 ب  راي و ص  ع  ودي z > z0 ب  راي z → g(z) ت  اب  ع ن  ت  ی  ج  ه در دارد. م  ن  ف  ی م  ق  داري

sup{g(z) : z ∈ [0,∞)} = max{g(0), g(∞)} = 0.

م  یک  ردی  م. ث  اب  ت ب  ای  د ک  ه اس  ت ن  ام  س  اوياي ه  م  ان م  ع  ادل ای  ن و

اس  ت. 2.8 ق  ض  ی  هي از م  س  ت  ق  ی  م ن  ت  ی  ج  هاي زی  ر ق  ض  ی  هي

ص  ورت ای  ن در .E(|F |) <∞ و ب  اش  د اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال م  ت  غ  ی  ر ی  ک N ک  ن  ی  د ف  رض 2.9 ق  ض  ی  ه

dKol(F,N) ≤ supf∈FKol

∣∣E(f ′
(F ))− E(Ff(F ))

∣∣ ,
در f دوم  اً و اس  ت ک  ران  دار

√
2π

4
ب  ا f اولاً ک  ه اس  ت f : R → R پ  ی  وس  ت  هي م  ط  ل  ق  اً ت  واب  ع ت  م  ام م  ج  م  وع  هي FKol آن در ک  ه

اس  ت. ک  ران  دار 1 ب  ا ک  ه ب  هط  وري اس  ت م  وج  ود f ′ از ن  س  خ  ه ی  ک و اس  ت پ  ذی  ر م  ش  ت  ق ن  ق  ط  ه، م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادي در ش  ای  د ب  هج  ز ه  م  هج  ا،

ه  م  ی  ن ام  ا ب  اش  د، م  ت  ف  اوت f ′ م  خ  ت  ل  ف ن  س  خ  هه  اي ب  راي E(f ′
(F ))− E(Ff(F )) اس  ت م  م  ک  ن ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه 2 . 2 ت  ب  ص  ره

F اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ه  م  چ  ن  ی  ن م  یش  ود. ل  ح  اظ supf∈FKol

∣∣E(f ′
(F ))− E(Ff(F ))

∣∣ در ب  اش  د، ک  ران  دار 1 ب  ا f ′ ک  ه
اس  ت. ی  ک  س  ان f ′ ن  س  خ  هه  اي ت  م  ام ب  راي E(f ′

(F ))− E(Ff(F )) آن  گ  اه ب  اش  د، اح  ت  م  ال چ  گ  ال  ی داراي

م  رب  وط اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي ج  وابه  اي ب  ه را ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي ک  ه م  یپ  ردازی  م زی  ر ق  ض  ی  هي اث  ب  ات و ب  ی  ان ب  ه درن  ه  ای  ت
م  یک  ن  د.

،z ∈ R ه  ر ب  راي و q ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  راي 2.10 ق  ض  ی  ه

∫ +∞

−∞
f ′
z(x)Hq(x)

e
−x2

2

√
2π
dx =

1

q + 2
Hq+1(z)

e
−z2

2

√
2π

=
1

q + 2
(−1)q+1Φ(q+2)(z).
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م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان .2 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

داری  م (8 . 2) راب  ط  هي از اس  ت  ف  اده و ج  زء ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رالگ  ی  ري ب  ا ب  ره  ان.

∫ +∞

−∞
f ′
z(x)Hq(x)

e
−x2

2

√
2π
dx =

∫ +∞

−∞
fz(x)Hq+1(x)

e
−x2

2

√
2π
dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
Hq+1(x)

(∫ x

−∞

(
1(−∞,z](u)− Φ(z)

)
e

−u2

2 du

)
dx.

داری  م ج  زء ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رالگ  ی  ري از م  ج  دد اس  ت  ف  ادهي ب  ا ح  ال
∫ +∞

−∞
Hq+1(x)

(∫ x

−∞

(
1(−∞,z](u)− Φ(z)

)
e−

u2

2 du

)
dx

= − 1

q + 2

∫ +∞

−∞
Hq+2(x)

(
1(−∞,z](x)− Φ(z)

)
e−

x2

2 dx

= − 1

q + 2

(∫ z

−∞
Hq+2(x) e

−x2

2 dx− Φ(z)

∫ +∞

−∞
Hq+2(x) e

−x2

2 dx

)
=

1

q + 2
Hq+1(z)e

− z2

2 .

ب  ب  ری  م. ب  ک  ار 1
q+2

Hq+1(z)e
− z2

2 ب  راي را 1 . 1 ت  ب  ص  رهي اس  ت ک  اف  ی اث  ب  ات ات  م  ام ب  راي

م  ال  ی  وان4 ح  س  اب  ان 2 . 2
ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  ده  اي 1 . 2 . 2

⟨., .⟩ ب  ا گ  اه  ی و ⟨., .⟩h ب  ا را h اع  ض  اي داخ  ل  ی ض  رب ب  اش  د. ج  دای  یپ  ذی  ر ح  ق  ی  ق  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک h م  یک  ن  ی  م ف  رض پ  س ای  ن از
ف  رای  ن  د گ  وی  ی  م م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش ∥.∥ ب  ا گ  اه  ی و ∥.∥h ب  ا را م  ذک  ور داخ  ل  ی ض  رب ت  وس  ط ش  ده ال  ق  ا ن  رم ه  م  چ  ن  ی  ن م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش
ش  ده ت  ع  ری  ف (Ω,F ,P) م  ش  ت  رك اح  ت  م  ال ف  ض  اي ی  ک روي ه  م  گ  ی ه  ا Xi ه  رگ  اه اس  ت گ  اوس  ی X = {Xi : i ∈ I} ت  ص  ادف  ی
E(Xi) = 0 ،X ف  رای  ن  د ب  ودن م  رک  زي از م  ن  ظ  ور ن  ه  ای  ت در ب  اش  ن  د. گ  اوس  ی ت  وام  اً ه  ا Xi از دل  خ  واه و م  ت  ن  اه  ی ت  ع  داد ه  ر و ب  اش  د

اس  ت. i ∈ I ه  ر ب  راي

گ  اوس  ی X ه  رگ  اه اس  ت h روي ای  زون  رم  ال5 گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک X = {X(h) : h ∈ h} ت  ص  ادف  ی ف  رای  ن  د گ  وی  ی  م 2.11 ت  ع  ری  ف
4Malliavin calculus
5Isonormal Gaussian process
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م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان .2 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

خ  اص  ی  ت در و ب  اش  د م  رک  زي و

E (X(g)X(h)) = ⟨g, h⟩ , ∀g, h ∈ h (15 . 2)

ک  ن  د. ص  دق

م  یده  ی  م. ارائ  ه ب  الا ت  ع  ری  ف درم  ورد ن  ک  ت  ه چ  ن  د 3 . 2 ت  ب  ص  ره

و گ  اوس  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا زی  را م  یش  ود. م  ش  خ  ص ب  الا ت  ع  ری  ف ت  وس  ط ک  ام  لاً X ت  ص  ادف  ی ف  رای  ن  د ق  ان  ون ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ال  ف)
و h1, h2, ..., hn ∈ h ک  ه (X(h1), ..., X(hn)) گ  اوس  ی ب  ردار ه  ر ک  وواری  ان  س م  ات  ری  س ،(15 . 2) ،X ب  ودن م  رک  زي

م  یآی  د. ب  دس  ت X ف  رای  ن  د ق  ان  ون ن  ه  ای  ت  اً و ,X(h1))ه  ا ..., X(hn)) ق  ان  ون درن  ت  ی  ج  ه و م  یده  د ب  دس  ت را n ∈ N

ی  ک  م  ت  ري (15 . 2) زی  را گ  رف  ت. درن  ظ  ر L2(Ω) ب  هت  وي h از ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اه  اي ی  ک  ری  خ  ت  ی را h→ X(h) ن  گ  اش  ت م  یت  وان ب)
داری  م ،(15 . 2) از م  ک  رر اس  ت  ف  ادهي ب  ا ح  ق  ی  ق  ی λي ه  ر و h در g, h ه  ر ب  راي ه  م  چ  ن  ی  ن م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه را ن  گ  اش  ت ب  ودن

E (X(λg + h)− λX(g)−X(h))2 = ∥λg + h∥2h + λ2 ∥g∥2h + ∥h∥2h

− 2λ ⟨λg + h, g⟩ − 2λ ⟨λg + h, h⟩+−2λ ⟨g, h⟩

= 0.

اس  ت. خ  ط  ی ن  ظ  ر م  ورد ن  گ  اش  ت ن  ت  ی  ج  ه در

از ام  ا ب  اش  د ب  زرگ  ت  ر X = {X(h) : h ∈ h} ف  رای  ن  د ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د σ-ج  ب  ر از م  یت  وان  د ف  وق ت  ع  ری  ف در F σ-ج  ب  ر ج)
.F = σ(X) م  یک  ن  ی  م ف  رض پ  س ای  ن

آن روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک ،h ج  دای  یپ  ذی  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک داش  ت  ن ب  ا ب  ت  وان  ی  م ک  ه م  یک  ن  د ک  م  ک م  ا ب  ه زی  ر ق  ض  ی  هي
ب  س  ازی  م.

دارد. وج  ود h روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک آن  گ  اه ب  اش  د، ج  دای  یپ  ذی  ر ح  ق  ی  ق  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک h ه  رگ  اه 2.12 ق  ض  ی  ه

اس  ت  ان  دارد گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از اي دن  ب  ال  ه {zi}∞i=1 و h ب  راي ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک {ei}∞i=1 ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
آن  گ  اه ب  اش  د، دل  خ  واه h ∈ h اگ  ر ح  ال ب  اش  د. (Ω,F ,P) ف  ض  اي ی  ک روي م  س  ت  ق  ل

h =
∞∑
i=1

⟨h, ei⟩ ei ∈ h,
∞∑
i=1

⟨h, ei⟩2 = ∥h∥2h <∞.
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ف  رم از X(h)ه  ا ب  ودن گ  اوس  ی ت  وام  اً ه  م  گ  راس  ت. X(h) ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ب  ه L2(Ω) در
∞∑
i=1

⟨h, ei⟩ zi دن  ب  ال  هي ب  ن  اب  رای  ن

از X(h)ه  ا ب  ودن م  رک  زي م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه اس  ت، گ  اوس  ی گ  اوس  ی، دن  ب  ال  هه  اي ح  د ک  ه ح  ق  ی  ق  ت ای  ن و X(h) =
∞∑
i=1

⟨h, ei⟩ zi

داری  م ،h, h′ ∈ h ه  ر ب  راي ziه  ا، ب  ودن اس  ت  ان  دارد و م  س  ت  ق  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا درن  ه  ای  ت و م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه ziه  ا ب  ودن م  رک  زي

E
(
X(h)X(h

′
)
)
=

∞∑
i=1

⟨h, ei⟩
⟨
h

′
, ei
⟩
=
⟨
h, h

′⟩
.

اس  ت. h روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک {X(h) : h ∈ h} ب  ن  اب  رای  ن

وس  ی  ع دام  ن  هي ب  ا ت  ا م  یک  ن  ن  د ک  م  ک م  ث  اله  ا ای  ن م  یپ  ردازی  م. ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  ده  اي از م  ث  ال چ  ن  د ذک  ر ب  ه اک  ن  ون
ش  وی  م. آش  ن  ا ش  ون  د، م  ط  ال  ع  ه ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  ده  اي ط  ری  ق از م  یت  وان  ن  د ک  ه گ  اوس  یاي خ  ان  وادهه  اي

پ  ای  هي را {ei}di=1 ب  اش  د. Rd م  ع  م  ول و اس  ت  ان  دارد داخ  ل  ی ض  رب ه  م  ان ب  ا h = Rd اي d ∈ N ب  راي ک  ن  ی  د ف  رض 2.13 م  ث  ال
ه  م  ان  ن  د ب  اش  د. م  س  ت  ق  ل و اس  ت  ان  دارد گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از دن  ب  ال  هاي {zi}di=1 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال ب  گ  ی  ری  د. Rd اس  ت  ان  دارد
( h =

d∑
i=1

ciei ی  ع  ن  ی ) Rd در h اس  ت  ان  دارد م  خ  ت  ص  ات ciه  ا آن در ک  ه X(h) =
d∑

i=1

cizi ده  ی  م ق  رار اگ  ر ف  وق، ق  ض  ی  هي اث  ب  ات
اس  ت. اس  ت  ان  دارد داخ  ل  ی ض  رب ب  ا Rd روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک X آن  گ  اه ه  س  ت  ن  د،

ج  دای  یپ  ذی  ر و ک  ام  ل م  ت  ری  ک ف  ض  اي ی  ک A ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را (A,A, µ) ان  دازهي ف  ض  اي وی  ن  ر) (ان  ت  گ  رال 2.14 م  ث  ال
ش  ام  ل م  ث  ب  ت µ-ان  دازهي ب  ا م  ج  م  وع  ه (ه  ر غ  ی  رات  م  ی و σ-م  ت  ن  اه  ی ان  دازهي ی  ک µ و A ب  ورله  اي σ-ج  ب  ر A ل  ه  س  ت  ان  ی6)، (ف  ض  اي
ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک h = L2(A,A, µ) ای  نص  ورت در ب  اش  د. ( اس  ت ک  وچ  ک  ت  ر و م  ث  ب  ت اک  ی  داً µ-ان  دازهي ب  ا زی  رم  ج  م  وع  هاي

اس  ت. ج  دای  یپ  ذی  ر
ش  ک  ل ب  ه اس  ت م  رک  زي گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از خ  ان  وادهاي ،µ ک  ن  ت  رل ب  ا (A,A) روي (ح  ق  ی  ق  ی) گ  اوس  ی ت  ص  ادف  ی ان  دازهي ی  ک

G = {G(B) : B ∈ A, µ(B) <∞} ,

داری  م م  ت  ن  اه  ی ان  دازهي ب  ا B,C ∈ A ه  ر ب  راي ک  ه

E (G(B)G(C)) = µ(B ∩ C).

ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف h ∈ h ه  ر ب  راي ح  ال

X(h) :=

∫
A

h(a)G(da). (16 . 2)

6Polish space
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ه  اي ان  ت  گ  رال ب  راي ای  ت  و ای  زوم  ت  ري ای  نص  ورت در اس  ت. G ب  ه ن  س  ب  ت h وی  ن  ر-ای  ت  وي ان  ت  گ  رال ب  الا، ع  ب  ارت راس  ت س  م  ت از م  ن  ظ  ور
م  یک  ن  د. ت  ع  ری  ف h روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک ،(16 . 2) راب  ط  هي ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه وی  ن  ر

ف  رای  ن  د درای  نص  ورت اس  ت. A ه  اي ب  ورل روي ل  ب  گ ان  دازهي µ و A = [0,∞) ک  ه اس  ت زم  ان  ی م  ه  م، ب  س  ی  ار ول  ی خ  اص ح  ال  ت
پ  ی  وس  ت  گ  ی ش  رط اس  ت م  م  ک  ن ام  ا اس  ت ب  راون  ی ح  رک  ت ق  ان  ون داراي ،t ≥ 0 ،Wt = G([0,∞)) ب  ا ش  ده ت  ع  ری  ف {Wt}t≥0

از پ  ی  وس  ت  ه ن  س  خ  هي ی  ک ک  ول  م  وگ  رف پ  ی  وس  ت  گ  ی ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت ک  اف  ی ح  ال  ت ای  ن در ن  ش  ود. ب  رآورده ب  راون  ی ح  رک  ت م  س  ی  ري
م  ج  م  وع  هي و اس  ت ب  راون  ی ح  رک  ت ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  م  ول  ی وی  ن  ر ان  ت  گ  رال ه  م  ان X(h) ت  وض  ی  ح  ات، ای  ن ب  ا ن  ه  ای  ت در ن  ظ  رگ  رف  ت. در را W

اس  ت. ب  راب  ر W ف  رای  ن  د ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د خ  ط  ی ف  ض  اي ب  س  ت  ار ب  ا و اس  ت L2(Ω) زی  رف  ض  ايب  س  ت  هي ی  ک {X(h) : h ∈ h}

گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک Y = {Yt}t≥0 ک  ن  ی  د ف  رض ک  وواری  ان  س) ت  اب  ع از آم  ده ب  دس  ت ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  ده  اي ) 2.15 م  ث  ال
Y ف  رای  ن  د ک  وواری  ان  س ت  اب  ع را R و R(s, t) = E(YtYs) م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف s, t ∈ [0,∞) ب  راي ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی و م  رک  زي

داد. ق  رار ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک در را Y ف  رای  ن  د م  یت  وان زی  ر م  راح  ل ان  ج  ام ب  ا م  ین  ام  ی  م.

ب  اش  د. t ≥ 0 ،1[0,t] ف  رم ب  ه م  ش  خ  ص  هي ت  واب  ع از ح  ق  ی  ق  ی ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ات ت  م  ام ف  ض  اي E ک  ن  ی  د ف  رض ال  ف)

داخ  ل  ی ض  رب ت  ح  ت E ب  س  ت  ار از ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ه  ی  ل  ب  رت  ی ف  ض  اي را h ب)

⟨
h, h

′⟩
=

∑
i=1,...,m
j=1,...,n

λiλ
′
jR(si, tj)

آن در ک  ه م  یآی  د ب  دس  ت

h =
m∑
i=1

λi1[0,si], h
′
=

n∑
j=1

λ
′
j1[0,tj ]

ه  س  ت  ن  د. h ن  وع  ی ع  ض  وِ دو

،h ∈ E ه  ر ب  راي ب  هوض  وح ای  نص  ورت در .X(h) =
m∑
i=1

λiYti م  یده  ی  م ق  رار ،h =
m∑
i=1

λi1[0,si] ∈ E ه  ر ب  راي ج)
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آن  گ  اه ب  اش  د، E از دی  گ  ري دل  خ  واه ع  ض  و h′
=

n∑
j=1

λ
′
j1[0,tj ] اگ  ر و اس  ت م  رک  زي و گ  اوس  ی X(h)

⟨h, h′⟩ =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

λiλ
′

jR(si, tj)

=
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

λiλ
′

jE(YsiYtj)

= E(
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

λiλ
′

jYsiYtj)

= E(X(h)X(h
′
))

= ⟨X(h), X(h
′
)⟩L2(Ω) .

(17 . 2)

در X(h) = lim
n→∞

X(hn) ح  د ص  ورت ب  ه h ∈ h ه  ر ب  راي را X(h) اب  ه  ام ب  دون م  یت  وان (17 . 2) از اس  ت  ف  اده ب  ا د)
وض  وح ب  ه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. E ع  ن  اص  ر از (E در (ک  وش  ی h در ه  م  گ  را دن  ب  ال  هي ی  ک {hn}∞n=1 ک  ه ک  رد ت  ع  ری  ف L2(Ω)

را آن درس  ت  ی م  یت  وان (17 . 2) راب  ط  هي ط  رف  ی  ن از ح  دگ  ی  ري ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  رک  زي و گ  اوس  ی {X(h) : h ∈ h}

گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک X ف  رای  ن  د ب  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ک  ه اس  ت ک  اف  ی ت  وض  ی  ح  ات ای  ن و ن  م  ود ب  ررس  ی دل  خ  واه h, h′ ∈ h ب  راي
اس  ت. h روي ای  زون  رم  ال

را Hs(D) ب  اش  د. Rd در ه  م  ب  ن  د) و ب  از (م  ج  م  وع  هي دام  ن  ه ی  ک D و d ≥ 0 ک  ن  ی  د ف  رض گ  اوس  ی) آزاد ه  اي (م  ی  دان 2.16 م  ث  ال
اس  ت. D از ف  ش  ردهاي زی  رم  ج  م  وع  هي ت  ک  ی  هگ  اه  ش  ان ک  ه م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف Rd روي پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع ت  م  ام ف  ض  اي

داخ  ل  ی ض  رب ب  ه f, g ∈ Hs(D) ه  ر ب  راي را Hs(D) ب  رداري ف  ض  اي

⟨f, g⟩ =
∫
Rd ∇f(x).∇g(x)dx,

ه  ی  ل  ب  رت  ی ف  ض  اي ع  ن  وان ب  ه را H(D) ح  ال اس  ت. گ  رادی  ان ع  لام  ت ∇ آن در ک  ه م  یک  ن  ی  م م  ج  ه  ز
س  پ  س م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف م  یآی  د، ب  دس  ت م  ذک  ور داخ  ل  ی ض  رب ت  ح  ت Hs(D) ب  س  ت  ن از ک  ه

ن  ام  ی  م. م  ی آزاد گ  اوس  ی م  ی  دان ی  ک را H(D) ش  ک  ل ب  ه ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ه  ر

م  یپ  ردازی  م. 2.15 م  ث  ال از م  ه  م ب  س  ی  ار ول  ی خ  اص ح  ال  ت ی  ک ب  ه ن  ه  ای  ت در
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ه  ارس  ت7 پ  ارام  ت  ر ب  ا ک  س  ري ب  راون  ی ح  رک  ت ده  ن  دهي ن  ش  ان BH =
{
BH

t

}
t≥0

ک  ن  ی  د ف  رض ک  س  ري) ب  راون  ی (ح  رک  ت 2.17 م  ث  ال
ک  وواری  ان  س ت  اب  ع ب  ا اس  ت م  رک  زي گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک BH ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  د. H ∈ (0, 1)

RH(s, t) = E(BH
s B

H
t ) =

1

2

(
s2H + t2H − |t− s|2H

)
, s, t ≥ 0.

ب  راون  ی ح  رک  ت ت  ع  م  ی  م ی  ک م  یت  وان را ک  س  ري ب  راون  ی ح  رک  ت درواق  ع اس  ت. دارا را ب  راون  ی ح  رک  ت ق  ان  ون ه  م  ان BH ،H =
1

2
ب  راي

درواق  ع و اس  ت پ  ی  وس  ت  ه م  س  ی  ره  اي ب  ا ن  س  خ  ه ی  ک داراي BH م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ک  ول  م  وگ  رف پ  ی  وس  ت  گ  ی ق  ض  ی  هي از دان  س  ت. م  ع  م  ول  ی
و ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع  ی ه  م  چ  ن  ی  ن ه  س  ت  ن  د. ه  ول  در ،T > 0 ،[0, T ] ب  ازهي ه  ر روي H از ک  م  ت  ر م  رت  ب  هي ه  ر از BH م  س  ی  ره  اي

ک  ه اس  ت م  وج  ود [0,∞)2 روي KH م  ان  ن  د ∫م  رب  ع-ان  ت  گ  رالپ  ذی  ر s∧t
0

KH(s, u)KH(t, u)du = RH(s, t).

ای  زوم  ت  ري از اس  ت  ف  اده ب  ا دل  خ  واه s, t ≥ 0 ب  راي ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. اس  ت  ان  دارد ب  راون  ی ح  رک  ت ی  ک {Wu}u≥0 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
داری  م وی  ن  ر ان  ت  گ  راله  اي ب  راي ای  ت  و

E
(∫ s

0
KH(s, u)dWu.

∫ t

0
KH(t, v)dWv

)
=
∫ s∧t
0

KH(s, u)KH(t, u)du = RH(s, t).

ن  ی  ز م  ط  ل  ب ای  ن ع  ک  س واق  ع در ن  م  ود. ت  ع  ری  ف BH
t =

∫ t

0
KH(t, u)dWu وی  ن  ر ان  ت  گ  رال ب  رح  س  ب م  یت  وان را BH ب  ن  اب  رای  ن

ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. ت  ع  ری  ف اح  ت  م  ال ف  ض  اي ه  م  ان روي ب  راون  ی ح  رک  ت ی  ک م  یت  وان ک  س  ري ب  راون  ی ح  رک  ت داش  ت  ن ب  ا و اس  ت ص  ح  ی  ح
ت  اب  ع ب  راي 2.15 م  ث  ال در ش  ده ذک  ر ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ه  م  ان h اگ  ر ن  ه  ای  ت در اس  ت. ی  ک  س  ان ف  رای  ن  د دو ای  ن ت  وس  ط ت  ول  ی  دش  ده σ-ج  ب  ر

ه  س  ت  ن  د. ت  اب  ع ه  م  گ  ی h اع  ض  اي ،H <
1

2
ب  راي آن  گ  اه ب  اش  د، ک  س  ري ب  راون  ی ح  رک  ت ک  وواری  ان  س

وی  ن  ر8 آش  وب 2 . 2 . 2
h روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د X = {X(h)}h∈h و ج  دای  یپ  ذی  ر ح  ق  ی  ق  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک h ک  ن  ی  د ف  رض پ  س ای  ن از
خ  ط  ی زی  رف  ض  اي را Hn ب  اش  د. ص  ح  ی  ح ع  ددي n ≥ 0 و (Ω,F ,P) زم  ی  ن  هاي اح  ت  م  ال ف  ض  اي ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د.
ش  ام  ل ف  ق  ط H0 م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف {Hn(X(h)) : h ∈ h, ∥h∥ = 1} ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د L2(Ω) ب  س  ت  هي
در ،n ≥ 0 ،hn زی  رف  ض  اه  اي ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه 1.1 ق  ض  ی  هي از اس  ت. ،h ∈ h X(h)ه  ا، ه  م  هي ف  ض  اي H1 و اس  ک  ال  ره  ا
زی  ر ق  ض  ی  هي داد. ت  ش  ک  ی  ل را ⊕∞

n=0Hn = H0 ⊕H1 ⊕ · · · م  س  ت  ق  ی  م م  ج  م  وع م  یت  وان ب  ن  اب  رای  ن ع  م  ودن  د. ی  ک  دی  گ  ر ب  ر L2(Ω)

اس  ت. L2(Ω) ه  م  ان ⊕∞
n=0Hn م  یده  د ن  ش  ان اس  ت، م  ش  ه  ور وی  ن  ر-ای  ت  و آش  وب ق  ض  ی  هي ب  ه ک  ه

7Hurst
8Wiener Chaos
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م  ج  م  وع  هي ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د خ  ط  ی ف  ض  اي آن  گ  اه ،p ∈ [1,∞) اگ  ر ال  ف) وی  ن  ر-ای  ت  و) (آش  وب 2.18 ق  ض  ی  ه
اس  ت. چ  گ  ال Lp(Ω) در {Hn(X(h)) : n ≥ 0, h ∈ h, ∥h∥ = 1}

ص  ورت ب  ه L2(Ω) در م  ن  ح  ص  رب  ف  رد ن  م  ای  ش  ی داراي F ∈ L2(Ω) ه  ر وی  ن  ر-ای  ت  و). آش  وب (ت  ج  زی  هي ب)

F = E(F ) +
∞∑
n=1

Fn , Fn ∈ Hn

دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه اس  ت.

L2(Ω) = ⊕∞
n=0Hn.

ب  ره  ان.

ب  اش  ی  م داش  ت  ه اي F ∈ Lq(Ω) ب  راي اگ  ر ک  ه ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی .(1
p
+

1

q
= 1) ب  اش  د p م  زدوج q ک  ن  ی  د ف  رض ال  ف)

E [F (Hn(X(h)))] = 0, ∀n ≥ 0, ∀h ∈ h, ∥h∥ = 1, (18 . 2)

ض  ری  ب و اس  ت n درج  هي از Hn ه  رم  ی  ت n-ام چ  ن  دج  م  ل  هاي ک  ه آن  ج  ا از .F = 0 ج  ا ه  م  ه P-ت  ق  ری  ب  ا آن  گ  اه
خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ات ت  وس  ط xn چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه اس  ت، (1 ب  راب  ر ن  اص  ف  ر(درواق  ع آن پ  ی  ش  روي
∥h∥ = 1 ک  ه h ∈ H ه  ر و n ≥ 0 ه  ر ب  راي ب  ن  اب  رای  ن م  یش  ون  د. ت  ول  ی  د 0 ≤ m ≤ n ک  ه ،Hm چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي

داری  م درن  ظ  رم  یگ  ی  ری  م، ث  اب  ت را t ∈ R ح  ال .E(F (X(h))n) = 0 ∣∣∣∣∣داری  م
n∑

k=0

(itX(h)k)

k!

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=0

|tX(h)|k

k!
≤ e|tX(h)|. (19 . 2)

ه  ول  در، ن  ام  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا .e|tX(h)| ∈ Lp(Ω) ،p ∈ [1,∞) ه  ر ب  راي اس  ت، اس  ت  ان  دارد گ  اوس  ی X(h) ک  ه آن  ج  ا از
و (18 . 2) رواب  ط ل  ب  گ، ت  س  ل  ط  ی ه  م  گ  رای  ی ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ان  ت  گ  رالپ  ذی  ر t ∈ R ه  ر ب  راي Fe|tX(h)|

،n ≥ 0 ،E(FX(h)n) = 0 (19 . 2)

داری  م

0 = lim
n→∞

E

(
F

n∑
k=0

(itX(h))k

k!

)
= E

(
lim
n→∞

F
n∑

k=0

(itX(h))k

k!

)
= E(F.eitX(h)).
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درن  ت  ی  ج  ه و ن  م  ود ح  ذف ف  وق ت  س  اوي در م  یت  وان را ∥h∥ = 1 ش  رط ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، دل  خ  واه t ∈ R ب  الا راب  ط  هي در

E(F.eitX(h)) = 0, ∀t ∈ R, ∀h ∈ h.

ب  راي ،X(ei) ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د σ-ج  ب  ر ،Fm و h ب  راي پ  ای  ه ی  ک {ei}∞i=1 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
داری  م ∀t ∈ R, E(FeitX(h)) = 0 و h→ X(h) ن  گ  اش  ت ب  ودن خ  ط  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  د. i ≤ m

E

(
Fe

i
m∑

j=1
λjX(ej)

)
= 0, ∀m ≥ 1, λ1, λ2, · · ·λm ∈ R.

م  یآی  د ب  دس  ت Fm ب  ه ن  س  ب  ت ک  ردن ش  رط  ی ب  ا ک  ه

E

(
E(F |Fm)e

i
m∑

j=1
λjX(ej)

)
= 0, ∀m ≥ 1, λ1, λ2, · · ·λm ∈ R. (20 . 2)

م  ان  ن  د ان  دازهپ  ذی  ر ت  اب  ع  ی ب  ن  اب  رای  ن اس  ت م  ت  ع  ل  ق Fm ب  ه E(F |Fm) ک  ه آن  ج  ا از ب  گ  ی  ری  د. درن  ظ  ر ث  اب  ت را m ≥ 1

ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود φ : Rm → R

.E(F |Fm) = φ (X(e1). · · · , X(em))

ن  وش  ت. زی  ر ص  ورت ب  ه λ1, · · · , λm ∈ R ه  ر ب  راي م  یت  وان را (20 . 2) ع  ب  ارت ن  ت  ی  ج  ه در

1

(2π)
m
2

∫
Rm φ(x1, · · · , xm).e

−1
2

m∑
j=1

x2
j

.e
i

m∑
j=1

λjxj

dx1dx2 · · · dxm = 0.

ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر x1, · · · , xm −→ φ(x1, · · · , xm)e
−1
2

m∑
j=1

x2
j ت  اب  ع ف  وری  هي ت  ب  دی  ل درن  ت  ی  ج  ه

اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ای  ن .Rm در ج  ا ه  م  ه ت  ق  ری  ب  ا φ = 0 ف  وری  ه، ت  ب  دی  ل ب  ودن ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ت  وج  ه ب  ا
،F = σ(X) ک  ه آن  ج  ا از ح  ال ه  م  هج  ا. P-ت  ق  ری  ب  ا ،E(F |Fm) = φ (X(e1). · · · , X(em)) = 0 ک  ه
داری  م ،m ≥ 1, E(F |Fm) = 0 ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا و م  یش  ود ت  ول  ی  د Fmه  ا اج  ت  م  اع ت  وس  ط F ب  ن  اب  رای  ن

ش  د. ث  اب  ت ح  ک  م ن  ت  ی  ج  ه در و ج  ا ه  م  ه p-ت  ق  ری  ب  ا ،F = E(F |F) = 0

ای  ن ذک  ر م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه ع  م  ودن  د، ب  ره  م L2(Ω) در Hnه  ا ک  ه ن  ک  ت  ه ای  ن و اث  ب  ات اول ق  س  م  ت از س  ادگ  ی ب  ه ن  ی  ز ق  س  م  ت ای  ن ب)
داری  م 1.1 ق  ض  ی  هي ط  ب  ق آن  گ  اه ∥h∥ = 1 mو ≥ 1 اگ  ر ک  ه ن  ی  س  ت ف  ای  ده از خ  ال  ی ن  ک  ت  ه
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E [Hm(X(h))] = E (H0(X(h))Hm(X(h))) = 0.

ب  ای  س  ت  ی وی  ن  ر-ای  ت  و آش  وب ت  ج  زی  هي ص  ف  رم ج  م  ل  هي ن  ت  ی  ج  ه در و ه  س  ت  ن  د م  رک  زي ،m ≥ 1, Hm ع  ن  اص  ر ه  م  هي ب  ن  اب  رای  ن
ب  اش  د. E(F ) ب  راب  ر

م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر 3 . 2 . 2
آن ج  زی  ی م  ش  ت  قه  اي ت  م  ام و f ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در f : Rn → R م  ش  ت  قپ  ذی  ر ب  ار ب  ین  ه  اب  ت ت  واب  ع ت  م  ام م  ج  م  وع  هي را C∞

p (Rn)

ب  اش  ن  د. اي چ  ن  دج  م  ل  ه م  رت  ب  هي از ح  داک  ث  ر ( م  رت  ب  هاي ه  ر (از

ص  ورت ب  ه اس  ت ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ري (اس  ت  وان  هاي)، ه  م  وار ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک 2.19 ت  ع  ری  ف

f(X(h1), · · · , X(hn)), (21 . 2)

اس  ت  وان  هاي ه  م  وار ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ت  م  ام م  ج  م  وع  هي .f ∈ C∞
p (Rn), i = 1, 2, · · · , n, hi ∈ h, n ≥ 1 آن در ک  ه

م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش S ب  ا را

اس  ت. چ  گ  ال Lp(Ω) در p ∈ [1,∞) ه  ر ب  راي S م  ج  م  وع  هي 2.20 ل  م

رو ای  ن از و دارن  د. ت  ع  ل  ق C∞
p (Rn) ب  ه ه  رم  ی  ت ه  اي چ  ن  دج  م  ل  هاي ب  هوض  وح ب  ره  ان.

{Hn(X(h)) ;n ≥ 0, h ∈ h, ∥h∥ = 1}

م  ج  م  وع  هي ،p ∈ [1,∞) ه  ر ب  راي ،2.18 ق  ض  ی  هي اول ق  س  م  ت ط  ب  ق ام  ا اس  ت. S از زی  رم  ج  م  وع  هاي
م  یش  ود. ت  م  ام ب  ره  ان و اس  ت چ  گ  ال Lp(Ω) در {Hn(X(h)) ;n ≥ 0, h ∈ h, ∥h∥ = 1}

م  ش  ت  ق آن  گ  اه ب  اش  د، ص  ح  ی  ح ع  ددي k ≥ 1 و ش  ده داده (21 . 2) ت  وس  ط F ∈ S ه  رگ  اه م  ال  ی  وان) م  ش  ت  ق (ع  م  ل  گ  ر 2.21 ت  ع  ری  ف
ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه و داده ن  م  ای  ش DkF ب  ا را آن ک  ه L2(Ω; h⊙k) از اس  ت ع  ن  ص  ري ( X ب  ه ن  س  ب  ت ) F k-ام م  ال  ی  وان

م  یک  ن  ی  م

DkF =
n∑

i1,··· ,ik=1

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
(X(h1), · · · , X(hn))hi1 ⊗ · · · ⊗ hik . (22 . 2)
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D1 ب  ج  اي را D ن  م  اد و اس  ت م  ال  ی  وان اول م  ش  ت  ق ه  م  ان م  ا م  ن  ظ  ور ش  ود، م  ال  ی  وان م  ش  ت  ق از ص  ح  ب  ت ه  رگ  اه ال  ف) 4 . 2 ت  ب  ص  ره
م  یب  ری  م. ب  ک  ار آزادان  ه

م  ش  ت  قه  اي ک  ه م  یش  ود ن  اش  ی ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از DkF ت  ق  ارن ن  ی  س  ت  ن  د. م  ت  ق  ارن ه  ا hi1 ⊗ · · · ⊗ hik ال  زام  اً ب  الا ت  ع  ری  ف در ب)
ب  راب  رن  د. ب  اه  م f م  خ  ل  وطِ ج  زئ  یِ

ت  اب  ع از م  ش  ت  قگ  ی  ري ب  ا ب  اش  د. دل  خ  واه h ∈ h ک  ن  ی  د ف  رض ج)

ε −→ f (X(h1) + ε ⟨h1, h⟩ , · · · , X(hn) + ε ⟨hn, h⟩)

داری  م ε = 0 در

lim
E→0

f (X(h1) + ε ⟨h1, h2⟩ , · · · , X(hn) + ε ⟨hn, h⟩)− F

ε

=
n∑

i=1

∂f

∂xi
(X(h1), · · · , X(hn)) ⟨hi, h⟩

= ⟨DF, h⟩ .

ص  ورت ب  ه را ⟨DF, h⟩ گ  اه  ی دل  ی  ل ه  م  ی  ن ب  ه ن  ظ  رگ  رف  ت. در ج  ه  ت  ی م  ش  ت  ق ن  وع  ی ب  ه م  یت  وان را ⟨DF, h⟩ ب  ن  اب  رای  ن
ب  راي م  یت  وان را ف  وق (ت  وض  ی  ح  ات م  ین  ام  ی  م h ج  ه  ت در F ج  ه  ت  ی (م  ال  ی  وان) م  ش  ت  ق را آن و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش DhF

ص  ورت ب  ه ن  ی  ز ب  الات  ر اب  ع  اد ب  ا ت  ان  س  وره  اي راس  ت  اي در F ج  ه  ت  ی م  ش  ت  ق ص  ورت آن در ک  رد. م  ط  رح ن  ی  ز ،k ≥ 1 ،DkF

.( م  یش  ود م  ط  رح م  ش  اب  ه

ده  ی  م ن  ش  ان ب  ای  د ب  اش  د. ب  رق  رار (21 . 2) راب  ط  هي ک  ه ب  اش  د م  وج  ود م  خ  ت  ل  ف  ی fه  اي اس  ت م  م  ک  ن م  ع  ی  ن، F ∈ S ی  ک ب  راي د)
در اث  ب  ات و م  یک  ن  ی  م ث  اب  ت F اول م  ش  ت  ق ب  راي را ای  ن م  ا ن  دارد. F م  ال  ی  وان م  ش  ت  ق در ت  أث  ی  ري م  خ  ت  ل  ف، fه  اي ان  ت  خ  اب ک  ه
ک  ن  ی  م ث  اب  ت اس  ت ک  اف  ی ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت خ  ط  ی D ع  م  ل  گ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  یگ  ی  رد. ص  ورت ح  ال  ت ه  م  ی  ن م  ش  اب  ه ک  ل  ی ح  ال  ت
ش  ده داده (21 . 2) ت  وس  ط F ک  ن  ی  د ف  رض ک  ار ای  ن ب  راي م  ط  م  ئ  ن. ت  ق  ری  ب  ا DF = 0 آن  گ  اه م  ط  م  ئ  ن، ت  ق  ری  ب  ا F = 0 اگ  ر ک  ه

ک  ه ب  اش  ن  د م  ت  ع  ام  دي ی  ک  هي ع  ن  اص  ر ،m ≤ n, {ei}mi=1 ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د.

span ⟨e1, · · · , em⟩ = span ⟨h1, · · · , hn⟩ .

ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود T م  ان  ن  د م  ات  ری  س  ی ص  ورت ای  ن در
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T


e1

e2
...
em

 =


h1

h2
...
hn

 .

ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه h → X(h) ب  ودن خ  ط  ی آن  گ  اه ،g(x) = f(Ax) ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف x ∈ Rm ب  راي اگ  ر اک  ن  ون
ن  رم  ال و م  س  ت  ق  ل ،i = 1, · · · ,m ب  راي X(ei)ه  ا، ح  ال .g(X(e1), · · · , X(em)) = F = 0 م  ط  م  ئ  ن ت  ق  ری  ب  اً
g پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت چ  گ  ال Rm در ،(X(e1), · · · , X(em)) ت  ص  ادف  ی ب  ردار ب  رد ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د، اس  ت  ان  دارد

. g = 0 م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت) f ت  اب  ع i-ام ج  زئ  ی م  ش  ت  ق پ  ای  ی  ن، م  ع  ادلات در fi از م  ن  ظ  ور ) ن  ت  ی  ج  ه در ،x ∈ Rm ه  ر ب  راي f(Ax) = 0 ح  ال

0 =
∂g

∂x1
= A11f1(Ax) + · · ·+ An1fn(Ax)

...

0 =
∂g

∂xm
= A1mf1(Ax) + · · ·+ Anmfn(Ax)

(23 . 2)

x ب  ج  اي را


X(ei)

...
X(em)

 و م  یک  ن  ی  م ج  م  ع ه  م ب  ا را ه  م  گ  ی و ض  رب ei در را (23 . 2) در i-ام م  ع  ادل  هي اک  ن  ون

ب  ن  اب  رای  ن م  یک  ن  ی  م. ج  ايگ  ذاري

0 =
n∑

i=1

fi (X(h1, · · · , X(hn)))hi = DF. م  ط  م  ئ  ن ت  ق  ری  ب  اً

م  یش  ود. ث  اب  ت م  ا ادع  اي ن  ت  ی  ج  ه در

ب  گ  ی  ری  م. م  ش  ت  ق گ  س  ت  ردهت  ري ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از ب  ت  وان  ی  م ک  ه م  یک  ن  د ک  م  ک م  ا ب  ه زی  ر ق  ض  ی  هي

م  یت  وان را Dk : S ⊆ Lp(Ω) −→ Lp(Ω; h⊙k) ع  م  ل  گ  ر آن  گ  اه ب  اش  د، ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k و p ∈ [1,∞) اگ  ر 2.22 ق  ض  ی  ه
ب  س  ت.

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .∥h∥ = 1 و h ∈ h ،F,G ∈ S ، k = 1 ک  ن  ی  د ف  رض م  یک  ن  ی  م. اث  ب  ات p > 1 ب  راي را ح  ک  م اب  ت  دا ب  ره  ان.
ب  اش  د زی  ر ف  رم ب  ه FG ک  ه ک  رد ف  رض م  یت  وان ک  ل  ی  ت دادن دس  ت از ب  دون .FG ∈ S
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f(X(e1), · · · , X(em)), f ∈ C∞
p (Rm)

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. e1 = h ب  ا ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د م  ج  م  وع  هي ی  ک {ei}mi=1 ک  ه

E(⟨D(FG), h⟩h) = E

(
∂f

∂x1
(X(e1), · · · , X(em))

)
=

1

(2π)
m
2

∫
Rm

∂f

∂x1
(x1, · · · , xm).e−

x21+···+x2m
2 dx1 · · · dxm

=
1

(2π)
m
2

∫
Rm

x1f(x1, · · · , xm).e−
x21+···+x2m

2 dx1 · · · dxm

= E(X(h)FG)

(24 . 2)

داری  م دل  خ  واه F,G ∈ S ب  راي ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه م  یت  وان م  ال  ی  وان م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا راح  ت  ی ب  ه ط  رف  ی از

D(FG) = FDG+GDF.

ن  وش  ت زی  ر ص  ورت ب  ه م  یت  وان را (24 . 2) ب  ن  اب  رای  ن

E
[
G ⟨DF, h⟩h

]
= E [X(h)FG]− E

[
F ⟨DG, h⟩h

]
(25 . 2)

م  یک  ن  ی  م ف  رض ح  ال اس  ت. ب  رق  رار h ∈ h ه  ر ب  راي ب  الا ع  ب  ارت ک  رد ف  رض م  یت  وان h ب  رح  س  ب ب  الا ع  ب  ارت ب  ودن خ  ط  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ق  ض  ی  ه اث  ب  ات ب  راي .Lp(Ω; h) در DFn → η و Lp(Ω) در Fn → 0 ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د S اع  ض  اي از دن  ب  ال  هاي {Fn}∞n=1

(25 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا و م  یگ  ی  ری  م ن  ظ  ر در دل  خ  واه را G ∈ S اب  ت  دا م  ط  م  ئ  ن. ت  ق  ری  ب  اً η = 0 ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی

E(G ⟨η, h⟩h) = lim
n→∞

E(G ⟨DFn, h⟩h)

= lim
n→∞

(
E(X(h)FnG)− E(Fn ⟨DG, h⟩h)

)
= 0

(26 . 2)

،Lq(Ω) ه  ر ب  ه S ع  ن  اص  ر و Lp(Ω) در ⟨DFn, h⟩h −→ ⟨η, h⟩ ک  ه ک  ردهای  م اس  ت  ف  اده ن  ک  ت  ه ای  ن از ب  الا ح  د م  ح  اس  ب  هي در
ع  ض  وي دو ه  ر ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د، S ع  ن  اص  ر دو ه  ر ⟨DG, h⟩h و X(h)G ک  ه آن  ج  ا از ب  ن  اب  رای  ن م  یب  اش  د. م  ت  ع  ل  ق ،q ∈ [1,∞)

دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  یآی  د. ب  دس  ت ص  ف  ر، ب  ه م  ذک  ور ح  د ه  م  گ  رای  ی ه  ول  در ن  ام  س  اوي از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در و ه  س  ت  ن  د L p
p−1 (Ω) از

G ∈ S ه  ر ب  راي E(G ⟨η, h⟩h) = 0 ت  س  اوي و چ  گ  ال L p
p−1 (Ω) در S ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال .E(G ⟨η, h⟩h) = 0

.h ∈ h ه  ر ب  راي ⟨η, h⟩h = 0 ت.م. داری  م اس  ت، ب  رق  رار
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ح  داک  ث  ر h پ  ای  هي ه  ر ک  ه ک  ن  ی  د (ت  وج  ه {ei}i≥1 م  ان  ن  د h ی  ک  هي م  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک ع  ن  اص  ر h ب  ج  اي اخ  ی  ر ت  س  اوي در اگ  ر
م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ده  ی  م، ق  رار را ش  م  اراس  ت)

P
(
⟨η, ei⟩h = 0, ∀i

)
= 1.

ب  راي م  یش  ود. ت  م  ام k = 1 ب  راي ب  ره  ان و م  ط  م  ئ  ن ت  ق  ری  ب  اً η = 0 م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،{ei}i≥1 ب  ودن پ  ای  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن
ب  رد. ب  ک  ار م  ش  اب  ه  ی ب  ره  ان م  یت  وان ن  ی  ز k > 1

ت  ک  ی  هگ  اه f آن در ک  ه ب  اش  د (21 . 2) ف  رم ب  ه ب  ای  س  ت  ی G ک  ه ت  ف  اوت ای  ن ب  ا اس  ت p > 1 ح  ال  ت م  ش  اب  ه ب  ره  ان ب  اش  د، p = 1 ه  رگ  اه
زد. ت  ق  ری  ب ف  رم ای  ن ب  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ب  ا م  یت  وان را S ع  ن  اص  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه دارد. ف  ش  رده

ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ≥ 1 و p ∈ [1,∞) ک  ن  ی  د ف  رض 2.23 ت  ع  ری  ف

ن  رم ت  ح  ت S ب  س  ت  ار را Dk,p ال  ف)

∥F∥k,p =
(
E(|F |p) + E(∥DF∥ph) + · · ·+ E(

∥∥DkF
∥∥p
h⊗k)

) 1
p
. (27 . 2)

ن  ام  ی  م. م  ی Lp(Ω) در Dk دام  ن  هي را را آن و ت  ع  ری  ف

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را Dk,∞ D∞,pو ب)

D∞,p = ∩∞
k=1D

k,p, Dk,∞ = ∩p≥1D
k,p.

ک  ه م  یک  ن  ی  م ق  رارداد ه  م  چ  ن  ی  ن

D0,p = Lp(Ω), D0F = F.

م  یش  ون  د. ن  ام  ی  ده س  وب  ول  ف9 ف  ض  اه  اي Dk,p ن  وع از ف  ض  اه  اي ک  ه اس  ت م  رس  وم ج)

ط  ری  ق دو ب  ه F k-ام م  ش  ت  ق آن  گ  اه ب  اش  د، م  ت  ع  ل  ق Dk,p ∩ Dk,p′ ب  ه F ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ال  ف) 5 . 2 ت  ب  ص  ره
ن  ت  ی  ج  ه F ∈ Dk,p آن  گ  اه ،p > p′ م  ث  ال ب  هط  ور اگ  ر ک  ه اس  ت ت  رت  ی  ب ب  دی  ن ن  ی  ز م  ش  ت  قه  ا ای  ن س  ازگ  اري م  یش  ود. ت  ع  ری  ف

9Sobolev
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ک  ه اس  ت م  وج  ود S در {Fn}∞n=1 م  ان  ن  د دن  ب  ال  هاي م  یده  د

Fn
Lp(Ω)−−−→ F

DFn
Lp(Ω;h)−−−−→ DF

...

DkFn
Lp(Ω;h⊙k)−−−−−−→ DkF

2.22 ق  ض  ی  هي از و ن  م  ود ت  ع  وی  ض p′ ب  ه را p ج  اي ب  الا ه  اي ه  م  گ  رای  ی ت  م  ام در م  یت  وان p > p′ ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال
آی  د. ب  دس  ت م  ش  ت  ق س  ازگ  اري ت  ا ک  رد اس  ت  ف  اده

.F ∈ S و ص  ح  ی  ح ع  ددي m ≥ 0 ،ε ≥ 0 ک  ه ∥F∥k,p ≤ ∥F∥k+m,p+ε م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه وض  وح ب  ه (27 . 2) از ب)
داری  م ب  ن  اب  رای  ن

Dk+m,p+ε ⊆ Dk,p.

داخ  ل  ی ح  اص  لض  رب ،Dk,2 روي اگ  ر ج)

⟨F,G⟩Dk,2 = E(FG) +
k∑

i=1

E(⟨DiF,DiG⟩h⊗i)

م  یش  ود. ت  ب  دی  ل ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک ب  ه Dk.2 ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف را

S اع  ض  اي از دن  ب  ال  هاي اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر F ∈ Dk,p ک  ه اس  ت ص  ورت ب  دی  ن Dk,p ف  ض  اه  اي م  ع  رف  ی ب  راي دی  گ  ر روش د)
در ،i = 1, · · · , k ،{DiFn}

∞
n=1 دن  ب  ال  هه  اي ه  م  هي و Lp(Ω) در Fn → F ک  ه ب  اش  د م  وج  ود {Fn}∞n=1 م  ان  ن  د

ب  اش  ن  د. ه  م  گ  را Lp(Ω; h⊙i)

از ک  ه پ  ی  چ  ی  دهت  ري ت  واب  ع م  ش  ت  ق ب  ت  وان  ی  م م  یک  ن  د ک  م  ک ق  اع  ده ای  ن اس  ت. زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي ت  واب  ع، م  ش  ت  ق خ  واص م  ه  مت  ری  ن از ی  ک  ی
زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي ن  ی  ز ای  نج  ا ک  ه م  یده  د اج  ازه م  ال  ی  وان م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف خ  وش  ب  خ  ت  ان  ه ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را م  یآی  د ب  دس  ت ت  واب  ع ت  رک  ی  ب

ب  اش  د. ب  رق  رار

ی  ک ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق ب  ا ت  اب  ع  ی φ : R → R ک  ن  ی  د ف  رض زن  ج  ی  ري) (ق  اع  دهي 2.24 ق  ض  ی  ه
ب  اش  ی  م داش  ت  ه اي C > 0 ث  اب  ت و α ∈ [0,∞)

|φ′(x)| ≤ C(1 + |x|α), x ∈ R. (28 . 2)
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ه  م  چ  ن  ی  ن .q = p

α + 1
ک  ه φ(F ) ∈ D1,q آن  گ  اه ،F ∈ D1,p اي، p ≥ α+ 1 ب  راي اگ  ر ص  ورت ای  ن در

D(φ(F )) = φ′(F )DF. (29 . 2)

ک  ه م  یش  ود ی  اف  ت اي C ′ > 0 ،(28 . 2) راب  ط  هي از گ  ی  ري ان  ت  گ  رال ب  ا ب  ره  ان.

|φ(x)| ≤ C ′(1 + |x|α+1). (30 . 2)

م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،(30 . 2) و (28 . 2) رواب  ط و ه  ول  در ن  ام  س  اوي از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

φ(F ) ∈ Lq(Ω), φ′(F )DF ∈ Lq(Ω;H).

{Jn}∞n=1 ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. D1,p در F ب  ه ه  م  گ  را ه  م  وار ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از دن  ب  ال  هاي {Fn}∞n=1 ک  ن  ی  د ف  رض
دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ب  اش  د. اس  ت  ان  دارد م  ن  ظ  مس  از دن  ب  ال  هي

Jn(X) = nc e
1

1−|nx|2 1(−1,1)(nx), x ∈ R,

.φn = φ ∗ Jn م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف n ∈ N ه  ر ب  راي .
∫
R
Jn(x)dx = 1 ک  ه اس  ت گ  ون  هاي ب  ه c ث  اب  ت آن در ک  ه

راب  ط  هي از ح  دگ  ی  ري ب  ا ح  ال م  یک  ن  ن  د. ص  دق (28 . 2) راب  ط  هي در و م  یب  اش  ن  د ه  م  وار φnه  ا ص  ورت ای  ن در

D(φn(Fn)) = φ′(Fn)DFn,

م  یآی  د. ب  دس  ت (29 . 2) راب  ط  هي ،Lq(Ω; h) در n ب  ه ن  س  ب  ت

ه  م  چ  ن  ان آن  گ  اه ب  اش  د، ل  ی  پش  ی  ت  س10 φ ت  اب  ع 2.24 ق  ض  ی  هي در ه  رگ  اه ل  ی  پش  ی  ت  س) ت  واب  ع ب  راي زن  ج  ی  ري (ق  اع  دهي 6 . 2 ت  ب  ص  ره
.D (φ(F )) = GDF ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت م  وج  ود G ک  ران  دار ت  ص  ادف  یِ م  ت  غ  ی  ر و اس  ت م  ت  ع  ل  ق D1,2 ب  ه φ(F )

ب  ه م  ط  ل  ب ای  ن اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي .G = φ′(F ) آن  گ  اه ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت F اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن
ک  ن  ی  د. رج  وع [27] م  رج  ع

م  یک  ن  ی  م. اث  ب  ات اس  ت م  ش  ه  ور D ع  م  ل  گ  ر ب  راي لای  ب  ن  ی  ز ق  اع  دهي ب  ه ک  ه را زی  ر ق  ض  ی  هي ادام  ه، در
10Lipschitz
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و FG ∈ Dk,2 ای  نص  ورت در .F,G ∈ Dk,4 و ب  اش  د ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ک  ن  ی  د ف  رض 2.25 ق  ض  ی  ه

Dk(FG) =
k∑

r=0

(
k

r

)
DrF ⊗̃ Dk−rG, (31 . 2)

اس  ت. h⊗k در DrF ⊗ Dk−rG ت  ان  س  وري ح  اص  لض  رب ش  دهي م  ت  ق  ارن DrF ⊗̃Dk−rG آن در ک  ه

ه  م  وار ال  زام  اً F,G اگ  ر ح  ال م  یش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م م  ش  ت  ق، ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف از م  س  ت  ق  ی  م اس  ت  ف  ادهي ب  ا ب  اش  ن  د ه  م  وار F,G اگ  ر ب  ره  ان.
ک  ه م  وج  ودن  د {Gn}∞n=1 و {Fn}∞n=1 ه  م  وار دن  ب  ال  هه  اي ق  ض  ی  ه، ف  رض ط  ب  ق ن  ب  اش  ن  د،

Fn
L4(Ω)−−−→ F, Gn

L4(Ω)−−−→ G,

DFn
L4(Ω;h)−−−−→ DF, DGn

L4(Ω;h)−−−−→ DG,

..., ...

DkFn
L4(Ω;h⊙k)−−−−−−→ DkF, DkGn

L4(Ω;h⊙k)−−−−−−→ DkG

(32 . 2)

داری  م k ≥ r ≥ 0 ه  ر ب  راي ه  ول  در، ن  ام  س  اوي و 1.9 ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا

∥∥DrF ⊗̃Dk−rG−DrFn⊗̃ Dk−rGn

∥∥
L2(Ω;h⊙k)

≤
∥∥(DrF −DrFn)⊗̃ Dk−rGn

∥∥
L2(Ω;h⊙k)

+
∥∥DrFn⊗̃(Dk−rG−Dk−rGn)

∥∥L2
(Ω;h⊙k)

≤
(
E(∥DrF −DrFn∥2h⊙r .

∥∥Dk−rG
∥∥2
h⊙(k−r))

) 1
2

+
(
E(∥DrFn∥2h⊙r .

∥∥Dk−rG−Dk−rGn

∥∥2
h⊙(k−r))

) 1
2

= ∥(DrF −DrFn)∥L4(Ω;h⊙r) .
∥∥Dk−rGn

∥∥
L4(Ω;h⊙(k−r))

+ ∥DrFn∥2L2(Ω;h⊙k) .
∥∥Dk−rG−Dk−rGn

∥∥
L4(Ω;h⊙(k−r))

داری  م (32 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا و n→ ∞ ب  ا پ  س

DrFn⊗̃Dk−rGn −→ DrF ⊗̃Dk−rG ∈ L2(Ω, h⊙k).

در ب  الا ت  وض  ی  ح  ات ب  ا ت  وج  ه ب  ا و ک  رده ج  ای  گ  زی  ن G ب  ا Gnرا و F ب  ا را Fn (31 . 2) در اس  ت ک  اف  ی اث  ب  ات، ب  ه دادن پ  ای  ان ب  راي
ب  گ  ی  ری  م. ح  د L2(Ω; h⊙k)
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ت  ع  م  ی  می  اف  ت  ه م  ش  ت  ق

ای  نب  اره در ت  وض  ی  ح  ات  ی ادام  ه در ن  م  ود. ت  ع  ری  ف ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از وس  ی  عت  ري دس  ت  هي ب  راي م  یت  وان را م  ال  ی  وان م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر
م  یک  ن  ی  م. پ  ره  ی  ز ت  ک  راري ت  وض  ی  ح  ات ذک  ر از و م  یآوری  م

گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک X = {X(h) : h ∈ h} و ب  اش  د ج  دای  یپ  ذی  ر ح  ق  ی  ق  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک g ه  رگ  اه 2.26 ت  ع  ری  ف
آن  گ  اه ب  اش  د، h روي ای  زون  رم  ال

ش  ک  ل ب  ه م  ت  ن  اه  ی م  ج  م  وعه  اي ت  م  ام م  ج  م  وع  هي را Sg ال  ف)

F =
n∑

j=1

Fjgj, Fj ∈ S, gj ∈ g, ∀1 ≤ j ≤ n

م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

ت  ص  ادف  ی ت  اب  ع ص  ورت ب  ه را F م  ش  ت  ق k-ام  ی  ن ب  اش  د، ش  ده ت  ع  ری  ف ب  الا ه  م  ان  ن  د F ∈ Sg و ب  اش  د ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ه  رگ  اه ب)
م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف DkF =

n∑
j=1

DkFj ⊗ gj م  ق  داري h⊗k ⊗ g

ک  رد. ث  اب  ت را زی  ر ح  ک  مه  اي م  یت  وان g = R ح  ال  ت ه  م  ان  ن  د 2.27 ق  ض  ی  ه

ب  س  ت. k ≥ 1 ه  ر ب  راي م  یت  وان را Dk : Sg ⊆ Lp(Ω; g) −→ Lp(Ω; h⊗k ⊗ g) ع  م  ل  گ  ر ال  ف)

Dk,p(g) واق  ع در داد. گ  س  ت  رش م  یت  وان آی  ن  د، دس  ت ب  ه Dk,p(g) س  وب  ول  ف ف  ض  اه  اي ای  نک  ه م  ن  ظ  ور ب  ه را Dk دام  ن  هي ب)
ن  رم ب  ه ن  س  ب  ت Sg ب  س  ت  ار

∥F∥Dk,p(g) =
(
E(∥F∥pg) + E(∥DF∥ph⊗g) + · · ·+ E(

∥∥DkF
∥∥p
h⊗k⊗g

)
)1
p

اس  ت.

ب  رق  رار h ∈ h ه  ر ب  راي زی  ر راب  ط  هي آن  گ  اه ب  اش  د، م  ت  ق  ارن Du و u ∈ D1,2(h⊗k) اگ  ر ک  ه اس  ت ض  روري ن  ک  ت  ه ای  ن ذک  ر درن  ه  ای  ت
اس  ت

D ⟨u, h⟩h = ⟨Du, h⟩h

ب  هوض  وح م  ت  ق  ارن، م  ش  ت  ق ب  ا u ∈ Sh⊗k ه  ر ب  راي ب  الا ت  س  اوي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ط  ل  ب ای  ن ت  ح  ق  ی  ق ب  راي
م  یآی  د. دس  ت ب  ه ح  دگ  ی  ري ب  ا ک  ل  ی ح  ال  ت و اس  ت ب  رق  رار
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دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر 4 . 2 . 2
ع  م  ل  گ  ر ال  ح  اق  ی ع  ن  وان ب  ه را آن و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش δk ب  ا را k م  رت  ب  هي از دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ک  ن  ی  د ف  رض
ه  م  چ  ن  ی  ن ن  ام  ی  م. u k-ام م  رت  ب  هي دی  ورژان  س را δk(u) ص  ورت ای  ن در م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف Dk : Dk,2 → L2(Ω; h⊗k)

را آن و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش Domδk ب  ا را ه  س  ت  ن  د k-ام م  رت  ب  هي دی  ورژان  س داراي ک  ه uه  ای  ی ∈ L2(Ω; h⊗k) ت  م  ام م  ج  م  وع  هي
م  ین  ام  ی  م. δk ع  م  ل  گ  ر دام  ن  هي

ب  راي ک  ه ب  هط  وري اس  ت L2(Ω) از ع  ن  ص  ري δk(u) .u ∈ L2(Ω; h⊗k) و ب  اش  د ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ک  ن  ی  د ف  رض 2.28 ت  ع  ری  ف
،F ∈ S ه  ر

⟨
F, δk(u)

⟩
L2(Ω)

=
⟨
DkF, u

⟩
L2(Ω;h⊗k)

(33 . 2)

خ  ط  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ن  ح  ص  رب  ف  رد δk(u) ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، چ  گ  ال L2(Ω) در S ک  ه آن  ج  ا از ال  ف) 7 . 2 ت  ب  ص  ره
اس  ت. خ  ط  ی δk م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه Dk ب  ودن

ت  ع  ری  ف L2(Ω) روي ه  م  ان  ی ع  م  ل  گ  ر را δ0 ب  هع  لاوه م  ین  ام  ی  م. دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر را آن و داده ن  م  ای  ش δ ب  ا را δ1 م  ع  م  ولاً ب)
م  یک  ن  ی  م.

ن  امگ  ذاري دوگ  ان  ی ف  رم  ول را آن و اس  ت ب  رق  رار F ∈ Dk,2 ه  ر ب  راي راب  ط  ه ای  ن م  ی  گ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ،(33 . 2) از ح  د گ  رف  ت  ن ب  ا ج)
م  یک  ن  ی  م.

ب  س  ت  هي ع  م  ل  گ  ر ال  ح  اق  ی زی  را اس  ت ب  س  ت  ه δk : Domδk ⊆ L2(Ω; h⊗k) −→ l2(Ω) ع  م  ل  گ  ر د)
اس  ت. Dk : Dk,2 −→ L2(Ω; h⊗k)

ه  ر ب  راي δk(u) ب  ن  اب  رای  ن .E(δ(u)) = 0 ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه ب  اش  د، ن  اص  ف  ر و ث  اب  ت ت  اب  ع  ی F (33 . 2) در ه  رگ  اه ه)
اس  ت. م  رک  زي u ∈ Domδk

داری  م F ∈ S ه  ر ب  راي ک  وش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوي و (33 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در .u ∈ Domδk ک  ن  ی  د ,DkF⟩∣∣∣ف  رض u
⟩
L2(Ω;h⊗k)

∣∣∣ = ∣∣∣⟨F, δku⟩
L2(Ω)

∣∣∣ ≤ ∥∥δku∥∥
L2(Ω)

. ∥F∥L2(Ω)

داری  م ،F ∈ S ه  ر ب  راي C =
∥∥δku∥∥

L2(Ω)
ق  راردادن ب  ا ح  ال

∥∥∥⟨DkF, u
⟩
L2(Ω;h⊗k)

∥∥∥ ≤ C ∥F∥L2(Ω) . (34 . 2)
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از S خ  ط  ی زی  رف  ض  اي روي F →
⟨
DkF, u

⟩
L2(Ω;h⊗k)

ع  م  ل  گ  ر آن  گ  اه ب  اش  د، ص  ح  ی  ح F ∈ S ه  ر ب  راي (34 . 2) اگ  ر ع  ک  س ب  ه
ب  ه را ف  وق ع  م  ل  گ  ر م  یت  وان ه  ان-ب  ان  اخ ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ( C م  س  اوي ی  ا ک  م  ت  ر ع  م  ل  گ  ري ن  رم (ب  ا پ  ی  وس  ت  ه L2(Ω)

ک  ه دارد وج  ود δkuاي ∈ L2(Ω) م  یده  د. ن  ت  ی  ج  ه ری  س ن  م  ای  ش ق  ض  ی  هي داد. گ  س  ت  رش L2(Ω) روي پ  ی  وس  ت  ه خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک
داری  م: ت  وض  ی  ح  ات ای  ن ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  رق  رار (33 . 2) راب  ط  هي F ∈ S ه  ر ب  راي

در اي C > 0 ب  راي ک  ه اس  ت ه  ای  ی u ∈ L2(Ω;h⊗k) ت  م  ام م  ج  م  وع  هي Domδk ب  اش  د، ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ه  رگ  اه 2.29 ل  م
م  یک  ن  ن  د. ص  دق F ∈ S ه  ر ب  راي (34 . 2) راب  ط  هي

ک  ش  ی  د. ب  ی  رون δ دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر از را اس  ک  ال  ر ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک م  یت  وان چ  گ  ون  ه ک  ه م  یده  د ن  ش  ان زی  ر ق  ض  ی  هي

E(⟨DF, u⟩2h) و ∥Fδ(u)∥L2(Ω) ،∥Fu∥L2(Ω;h) ک  ه ب  اش  ن  د گ  ون  هاي ب  ه u ∈ Domδ و F ∈ D1,2 اگ  ر 2.30 ق  ض  ی  ه
Fuو ∈ Domδ آن  گ  اه ب  اش  ن  د، م  ت  ن  اه  ی

δ(Fu) = Fδ(u)− ⟨DF, u⟩h

ک  ه ب  اش  د G = f(X(h1), · · · , X(hn)) ش  ک  ل ب  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ت  م  ام م  ج  م  وع  هي S0 ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.
ص  ف  ر ب  ین  ه  ای  ت در م  رات  ب ه  م  هي از آن م  ش  ت  ق  ات و f ع  لاوه ب  ه اس  ت ه  م  وار f ) f ∈ C∞

0 (Rn) و 1 ≤ i ≤ n, hi ∈ h

ب  راي ب  ن  اب  رای  ن .FG ∈ D1,2 داری  م ه  ول  در ن  ام  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ،F ∈ D1,2 و ب  اش  د دل  خ  واه G ∈ S0 اگ  ر ح  ال .( م  یش  ون  د
دل  خ  واه G ∈ S0

E(⟨DG,Fu⟩h) = E(⟨FDG, u⟩h)

= E(⟨D(FG)−GDF, u⟩h) لای  ب  ن  ی  ز ق  اع  دهي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

= E(⟨D(FG), u⟩h)− E(⟨GDF, u⟩h)

= E(G(Fδ(u)− ⟨DF, u⟩h). دوگ  ان  ی ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ت  س  اوي G ∈ S0 ه  ر ب  راي درن  ت  ی  ج  ه

E(⟨DG,Fu⟩h) = E(G(Fδ(u)− ⟨DF, u⟩h)) (35 . 2)

ب  راي را (35 . 2) راب  ط  هي م  یت  وان ح  دگ  ی  ري، و ∥.∥D1,2 ن  رم ب  ه ن  س  ب  ت S0 اع  ض  اي ت  وس  ط S ع  ن  اص  ر ت  ق  ری  ب ب  ا اس  ت. ب  رق  رار
(35 . 2) راب  ط  هي ه  م  راه ب  ه ای  ن و اس  ت ب  رق  رار Fδ(u)− ⟨DF, u⟩h ∈ L2(Ω) م  س  ال  ه ف  رض ط  ب  ق ک  رد. ث  اب  ت دل  خ  واه G ∈ S

م  یده  د. ن  ت  ی  ج  ه را م  س  ال  ه ح  ک  م دل  خ  واه، G ∈ S ب  راي
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ن  م  ادگ  ذاريه  اي و 2.30 ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د. h ∈ h و u =
n∑

j=1

Fjhj ف  رم ب  ه u ∈ Sh ک  ن  ی  د ف  رض
داری  م ب  الا

δ(u) =
n∑

j=1

δ(Fjhj) =
n∑

j=1

(
FjX(hj)− ⟨DFj, hj⟩h

)
. (36 . 2)

ب  راي ش  روع  ی ن  ق  ط  هي م  یت  وان  د م  یک  ن  د، م  ش  خ  ص ت  ص  ادف  ی ف  رای  ن  ده  اي از وس  ی  ع  ی ط  ی  ف روي را δ ع  م  ل ک  ه ای  ن ب  ر ع  لاوه ب  الا ف  رم  ول
.( ش  ود رج  وع [26] ب  ه ب  اش  د( δ ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف

ب  ن  اب  رای  ن .δ(u) ∈ D1,2 ن  ت  ی  ج  ه در و δ(u) ∈ S ،(36 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا

Dhδ(u) =
n∑

j=1

(
X(hj) ⟨DFj, h⟩h + ⟨Fjhj, h⟩h −

⟨
D2Fj, hj ⊗ h

⟩
h⊗2

)
. (37 . 2)

،2.30 ق  ض  ی  هي از م  ج  دد اس  ت  ف  ادهي ب  ا ای  نص  ورت در .⟨Du, h⟩h =
n∑

j=1

⟨DFj, h⟩h hj ط  رف  ی از

δDhu =
n∑

j=1

(
X(hj) ⟨DFj, h⟩h −

⟨
D2Fj, h⊗ hj

⟩
h⊗2

)
. (38 . 2)

داری  م ،D2Fj ت  ق  ارن ب  ه ت  وج  ه ب  ا و

⟨
D2Fj, hj ⊗ h

⟩
h⊗2 =

⟨
D2Fj, h⊗ hj

⟩
h⊗2 . (39 . 2)

راب  ط  هي ،(39 . 2) و (38 . 2) ،(37 . 2) ط  ب  ق درن  ت  ی  ج  ه

Dh(δ(u))− δ(Dh(u)) = ⟨u, h⟩h (40 . 2)

م  ه  م ق  ض  ی  هي ن  ه  ای  ت در اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز دل  خ  واه u ∈ D2.2(h) ب  راي راب  ط  ه ای  ن ک  ه داد ن  ش  ان م  یت  وان ه  م  چ  ن  ی  ن م  یآی  د. ب  دس  ت
م  یک  ن  ی  م ب  ی  ان را اس  ت م  ع  روف م  ی  ر11 ن  ام  س  اوي ب  ه ک  ه زی  ر

ب  ه اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه Dk−l,p ب  ه Dk,p(h⊗l) از δl ع  م  ل  گ  ر ،p ∈ [1,∞) ه  ر وب  راي k ≥ l ک  ه k, l ∈ N ب  راي 2.31 ق  ض  ی  ه
11Meyer
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داری  م u ∈ Dk,p(h⊗l) ه  ر ب  راي ک  ه اس  ت م  وج  ود C(k, l, p) > 0 م  ان  ن  د ث  اب  ت  ی ع  دد دی  گ  ر ع  ب  ارت

∥∥δl(u)∥∥
Dk−l,p ≤ C(k, l, p) ∥u∥Dk,p(h⊗l) .

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [27] ب  ه اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي ب  ره  ان.

،hi ∈ h⊗k و Fi ∈ S ک  ه ب  اش  د
n∑

i=1

Fihi ف  رم ب  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ت  م  ام م  ج  م  وع  هي δk اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه 8 . 2 ت  ب  ص  ره
.Sk ⊆ Domδk م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه ب  الا ق  ض  ی  هي از آن  گ  اه

ت  ع  م  ی  می  اف  ت  ه دی  ورژان  س

ع  م  ل  گ  ر م  یت  وان  ی  م دادی  م، ان  ج  ام پ  ی  ش ب  خ  ش در ک  ه ک  اري م  ش  اب  ه ب  اش  د. ج  دای  یپ  ذی  ر و ح  ق  ی  ق  ی ه  ی  ل  ب  رت ف  ض  اي ی  ک g ک  ن  ی  د ف  رض
ع  م  ل  گ  ر ال  ح  اق  ی ع  ن  وان ب  ه را δk ک  ار ای  ن ب  راي ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف g-م  ق  داري ⊗ h⊗k ت  ص  ادف  ی ت  ای  عه  اي ب  راي را k ∈ N, δk

و ب  ی  ان ت  غ  ی  ی  رات ان  دک  ی ب  ا م  یت  وان را اخ  ی  ر ن  ت  ای  ج ت  ع  ری  ف، ای  ن ب  ا م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف Dk : Dk,2(g) −→ L2(Ω; h⊗k ⊗ g)

ش  ک  ل ب  ه ع  ب  ارات  ی درم  ورد م  یت  وان ک  ه اس  ت ای  ن δk ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف ب  راي ع  م  وم  ی  ت از ح  د ای  ن م  ه  م م  زی  ت ی  ک ک  رد. اث  ب  ات
ت  س  اوي ح  ال  ت ای  ن در ک  رد. ص  ح  ب  ت k, l ∈ N ،δk(δl(u))

δk(δl(u)) = δk+l(u)

ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک u ه  رگ  اه ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ب  رق  رار δk+l دام  ن  هي در u h⊗(k+l)-م  ق  داري ⊗ g ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ه  ر ب  راي
h ∈ h ه  ر ب  راي آن  گ  اه ،⟨u, h⟩h و u ∈ Domδ ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د h⊙k-م  ق  داري

δ(⟨u, h⟩h) = ⟨δu, h⟩h . (41 . 2)

دس  ت ب  ه ح  دگ  ی  ري ب  ا ک  ل  ی ح  ال  ت و اس  ت ب  رق  رار ب  هوض  وح u ∈ Sh⊙k ب  راي ب  الا ت  س  اوي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ط  ل  ب ای  ن ت  ح  ق  ی  ق ب  راي
م  یآی  د.

ه  ر و u ∈ Domδ h⊙k-م  ق  داري ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ه  ر ب  راي زی  ر راب  ط  هي ک  ن  ی  م، اس  ت  ف  اده (41 . 2) و (40 . 2) رواب  ط از اگ  ر ح  ال
م  یآی  د ب  دس  ت h ∈ h

⟨Dδ(u), h⟩h − ⟨δD(u), h⟩h = ⟨u, h⟩h .
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راب  ط  هي ب  ه ب  الا ت  س  اي در h ب  ودن دل  خ  واه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

Dδ(u)− δD(u) = u, (42 . 2)

اس  ت. م  ع  روف ه  ای  زن  ب  رگ ج  اب  ج  ای  ی خ  اص  ی  ت ب  ه ک  ه م  یی  اب  ی  م دس  ت
م  یک  ن  د. ب  ی  ان را دی  ورژان  س ع  م  ل  گ  ر از م  ه  م ول  ی س  اده خ  اص  ی  ت ی  ک زی  ر ق  ض  ی  هي

ص  ورت ای  ن در .u ∈ h⊙p و q ≤ p ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  ن  د ط  ب  ی  ع  ی ع  دد دو p, q ک  ن  ی  د ف  رض 2.32 ق  ض  ی  ه
و δq(u) ∈ D1,2(h⊗(p−q))

Dδq(u) = qδ(q−1)(u). (43 . 2)

اس  ت  ف  اده q روي اس  ت  ق  را از (43 . 2) راب  ط  هي اث  ب  ات ب  راي م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه 2.31 ق  ض  ی  هي از δq(u) ∈ D1,2(h⊗(p−q)) ب  ره  ان.
ب  راي (42 . 2) ط  ب  ق آن  گ  اه ب  اش  د، ب  رق  رار 1, 2, ..., q ب  راي ح  ک  م اگ  ر ح  ال م  یآی  د. ب  دس  ت (42 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا q = 1 ح  ال  ت م  یک  ن  ی  م.

داری  م ،v ∈ h⊙(q+1) ه  ر

Dδ(q+1)(v) = Dδ(δq(v)) = δD(δq(v)) + δq(v)

= qδ(δ(q−1)(v)) + δq(v) = (q + 1)δq(v).

م  یش  ود. ت  م  ام ق  ض  ی  ه اث  ب  ات ن  ت  ی  ج  ه در

چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي 5 . 2 . 2
ب  ا ک  ه اس  ت L2(Ω) در م  ن  ح  ص  رب  ف  ردي ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر δp(f) ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ص  ورت ای  ن در .f ∈ h⊗p و p ∈ N ک  ن  ی  د ف  رض

ت  س  اوي
E(⟨DpF, f⟩h⊗p) = E(Fδp(f)), ∀F ∈ S,

f̃ ب  ا ک  ه f ش  دهي م  ت  ق  ارن ب  ا را f ج  اي ف  وق ت  س  اوي چ  پ س  م  ت در اگ  ر Dp(f) ∈ h⊙p ک  ه آن  ج  ا از م  یش  ود. م  ع  ی  ن ک  ام  لاً
رو ای  ن از .E(Fδp(f̃)) = E(Fδp(f)) ،F ∈ S ب  راي ب  ن  اب  رای  ن ن  م  یک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر ن  ت  ی  ج  ه ک  ن  ی  م ت  ع  وی  ض م  یده  ی  م، ن  م  ای  ش

م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه زی  ر ل  م ب  الا، ت  وض  ی  ح  ات و f ب  ودن دل  خ  واه ب  ه ت  وج  ه ب  ا .δp(f) = δp(f̃)

.δp(f) = δp(f̃) آن  گ  اه ،f ∈ h⊗p ه  رگ  اه 2.33 ل  م
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ت  ع  ری  ف Ip(f) = δp(f) ب  ا و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش Ip(f) ب  ا را f p-ام م  رت  ب  هي ان  ت  گ  رال آن  گ  اه ،f ∈ h⊗p ه  رگ  اه 2.34 ت  ع  ری  ف
م  یک  ن  ی  م.

م  یک  ن  ی  م. ن  ام  گ  ذاري f p-ام م  رت  ب  هي وی  ن  ر-ای  ت  وي ان  ت  گ  رال را Ip(f) م  وارد ب  ع  ض  ی در ال  ف) 9 . 2 ت  ب  ص  ره

ب  ا ک  ه اس  ت م  ق  داري -h⊗(p−q) ت  ص  ادف  ی ت  اب  ع م  ن  ظ  ور، ط  ب  ی  ع  ی ط  ور ب  ه ش  د، q < p ب  راي Iq(f) از ص  ح  ب  ت ه  رج  ا ب)
م  یش  ود. ت  ع  ری  ف Iq(f) = δq(f)

.f ∈ h⊙p و p ∈ N ک  ن  ی  د ف  رض 2.35 ق  ض  ی  ه
r ∈ N ه  ر ب  راي ه  م  چ  ن  ی  ن .Ip(f) ∈ D∞,q ،q ∈ [1,∞) ه  ر ب  راي

DrIp(f) =


p!

(p− r)!
Ip(f) r ≤ p اگ  ر

0 r > pاگ  ر
(44 . 2)

،2.32 ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.

Ip(f) ∈ D1,2, DIp(f) = Dδp(f) = pδ(p−1)(f) = pIp−1(f).

ن  ه  ای  ت در م  یآی  د. ب  دس  ت (44 . 2) راب  ط  هي و Ip(f) ∈ D∞,2 اس  ت  دلال، ای  ن ت  ک  رار ب  ا اس  ت. r = 1 ب  راي م  س  ال  ه ح  ک  م ه  م  ان ک  ه
2.31 ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا

∥Ip(f)∥Dr,q = ∥δp(f)∥Dr,q ≤ cr,p,q∥f∥Dr+p,q = cr,p,q∥f∥h⊗p <∞

.Ip(f) ∈ D∞,q ن  ت  ی  ج  ه در و

ص  ورت ای  ن در .f ∈ h⊗p, g ∈ h⊗q ،p, q ∈ N ک  ن  ی  د ف  رض ان  ت  گ  راله  ا) ی  ک  م  ت  ري (خ  اص  ی  ت 2.36 ق  ض  ی  ه

E(Ip(f)Iq(g)) =


p!
⟨
f̃ , g̃
⟩
h⊗p

p = q اگ  ر

0 p ̸= qاگ  ر

خ  اص ح  ال  ت در و
E(I2p (f)) = p!∥f̃∥h⊗p
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از اس  ت  ف  اده ب  ا .p ≥ q و ه  س  ت  ن  د ,fم  ت  ق  ارن g ک  رد ف  رض م  یت  وان ح  ک  م، ک  ل  ی  ت از ش  دن ک  اس  ت  ه ب  دون ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا ب  ره  ان.
داری  م ه  س  ت  ن  د، م  رک  زي چ  ن  دگ  ان  هي ان  ت  گ  راله  اي ک  ه ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه (2.35)و ق  ض  ی  هي دوگ  ان  ی، ف  رم  ول

E(Ip(f)Iq(g)) = E(Ip(f)δ
q(g))

= E
(
⟨DqIp(f), g⟩h⊗q

)
=

p!

(p− q)!
E
(
⟨Ip−q(f), g⟩h⊗q

)
=

p!

(p− q)!
⟨E(Ip−q(f)), g⟩h⊗q

=

p! ⟨f, g⟩h⊗p p = qاگ  ر

0 p ≥ qاگ  ر

ف  ض  اي h ک  ن  ی  د ف  رض ک  ار ای  ن ب  راي م  یک  ن  ی  م. ب  ی  ان را چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ع  ن  وان ت  ح  ت Ip ع  م  ل  گ  ر ن  ام  گ  ذاري دل  ی  ل ادام  ه در
ای  ن اس  ت. غ  ی  رات  م  ی σ-م  ت  ن  اه  ی ان  دازه ی  ک µ و A ب  ورله  اي σ-ج  ب  ر A ل  ه  س  ت  ان  ی، ف  ض  اي ی  ک A درآن ک  ه ب  اش  د L2(A,A, µ)

م  یگ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در h روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک را X گ  ذش  ت  ه، م  ان  ن  د اس  ت. پ  ذی  ر ج  دای  ی h ک  ه م  یده  ن  د ن  ت  ی  ج  ه ش  رای  ط
ی  ع  ن  ی م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف h⊙p از م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ه  م  هي م  ج  م  وع  هي را Ep و پ  ذی  رف  ت  ه X(1B) ج  اي ب  ه را X(B) ن  م  ادگ  ذاري

ف  رم ب  ه م  ج  م  وعه  اي ه  م  هي

f =
n∑

i1,...,ip=1

ai1,...,ip1Ai1
⊗ ...⊗ 1Aip

{ai1,...,ip}ni1,...,ip=1 ه  م  چ  ن  ی  ن ه  س  ت  ن  د. م  ت  ن  اه  ی ان  دازهي ب  ا و م  ج  زا ه  م  گ  ی ،i = 1, 2, ... Aiه  ا، و n ∈ N آن در ک  ه
σ ∈ Sp ه  ر ب  راي دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  یش  ود. ص  ف  ر ق  ط  ر روي ک  ه اس  ت ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از م  ت  ق  ارن آرای  هاي

ai1,...,ip = aσ(i1),...,σ(ip)

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  ن  د. ب  راب  ر ی  ک  دی  گ  ر ب  ا ,i1ه  ا ..., ip ای  ن از ع  دد دو ح  داق  ل ک  ه زم  ان  ی ai1,...,ip = 0 و

Ĩp(f) =
n∑

i1,...,ip=1

ai1,...,ipX(Ai1)X(Ai2)...X(Aip) (45 . 2)
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ب  ا را g ∈ E اگ  ر و اس  ت خ  ط  ی Ĩp ص  ورت ای  ن در

g =
m∑

j1,...,jq=1

bj1,...,jq1Bj1
⊗ ...⊗ 1Bjq

آن  گ  اه ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف

E(Ĩp(f)Ĩq(g)) =
n∑

i1,...,ip=1

m∑
j1,...,jq=1

ai1,...,ipbj1,...,jq

× E
(
X(Ai1)X(Ai2)...X(Aip)X(Bj1)X(Bj2)...X(Bjq)

)
(46 . 2)

داری  م ه  ا Bj و Aiه  ا ب  ودن م  ج  زا ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا

E
(
X(Ai1)X(Ai2)...X(Aip)X(Bj1)X(Bj2)...X(Bjq)

)

=


∑
σ∈Sp

Πp
t=1

⟨
1Aiσ(t)

, 1Bjt

⟩
h

p = qاگ  ر

0 p ̸= qاگ  ر

ن  ت  ی  ج  ه در و

E(Ĩp(f)Ĩq(g)) =

p! ⟨f, g⟩h⊗p p = qاگ  ر

0 p ̸= qاگ  ر
(47 . 2)

م  ت  ن  اه  ی -σ و غ  ی  رات  م  ی ح  ال اس  ت. خ  وشت  ع  ری  ف (45 . 2) ض  اب  ط  هي ب  ا ش  ده ت  ع  ری  ف Ĩp ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  یرس  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ب  ه (47 . 2) از
ع  م  ل  گ  ر ی  ک ب  ه م  یت  وان را Ĩp ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه (47 . 2) ی  ک  م  ت  ري از اس  ت. چ  گ  ال h⊙p در Ep ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه µ ب  ودن
ب  رق  رار f ∈ h⊙p, g ∈ h⊙q ه  ر ب  راي ه  م  چ  ن  ان (47 . 2) راب  ط  هي ط  وريک  ه ب  ه داد ت  وس  ع  ه L2(Ω) ب  ه h⊙p از پ  ی  وس  ت  ه خ  ط  ی
ب  راي (47 . 2) راب  ط  هي و Ep ب  ودن چ  گ  ال از ب  ن  اب  رای  ن .Ĩp(f) = Ip(f) ،f ∈ Ep ه  ر ب  راي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ط  رف  ی از ب  اش  د.

.f ∈ h⊙p ه  ر ب  راي Ĩp(f) = Ip(f) م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه f = g ∈ h⊙p

ش  ده ت  ول  ی  د گ  اوس  ی ف  ض  اي ، 2.14 م  ث  ال ط  ب  ق ب  اش  د، ص  ف  ر از ش  روع ب  ا اس  ت  ان  دارد ب  راون  ی ح  رک  ت ی  ک W = (Wt)t∈[0,T ] اگ  ر
در گ  رف  ت. ن  ظ  ر در h = L2([0, T ], dt) = L2([0, T ]) روي ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک ع  ن  وان ب  ه م  یت  وان را W ت  وس  ط
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آن  گ  اه f ∈ L2
S([0, T ]

p) اگ  ر ب  الا ت  وض  ی  ح  ات ط  ب  ق ن  ت  ی  ج  ه

Ip(f) =

∫
[0,T ]p

f(t1, ..., tp)dWt1dWt2 ...dWtp (48 . 2)

ت  ع  ری  ف ب  راي س  رراس  تت  ر راه ی  ک اس  ت. W ب  ه ن  س  ب  ت p م  رت  ب  هي از وی  ن  ر-ای  ت  وي ان  ت  گ  رال راس  ت س  م  ت ع  ب  ارت از م  ن  ظ  ور آن در ک  ه
اس  ت زی  ر ت  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا پ  ی  شب  ی  ن  ین  اپ  ذی  ر ت  ص  ادف  ی ف  رای  ن  ده  اي ب  راي ای  ت  و ان  ت  گ  رال از اس  ت  ف  اده ب  ا (48 . 2) راس  ت س  م  ت

Ip(f) = p!

∫ T

0

dWt1

∫ t2

0

dWt2 ...

∫ T

0

dWtp−1f(t1, ..., tp)dWtp .

Lq-ن  رمه  ا، ه  م  هي ث  اب  ت، م  رت  ب  هي از وی  ن  ر آش  وب ی  ک درون ق  ض  ی  ه ای  ن ط  ب  ق م  یپ  ردازی  م. زی  ر م  ه  م ق  ض  ی  هي ب  ی  ان ب  ه ن  ه  ای  ت در
ان  د. م  ع  ادل ب  اه  م ،q > 1

داری  م ،p > q ک  ه p, q ∈ (1,∞) ه  ر ب  راي ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. F ∈ Hk و ط  ب  ی  ع  ی ع  ددي k ک  ن  ی  د ف  رض 2.37 ق  ض  ی  ه

E (|F |q)
1
q ≤ E (|F |p)

1
p ≤

(
p− 1

q − 1

) k
2

E (|F |q)
1
q .

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [25] م  رج  ع ب  ه ق  ض  ی  ه ای  ن اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي ب  ره  ان.

ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هايه  اي و چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ارت  ب  اط 6 . 2 . 2
م  یک  ن  د. ب  ی  ان چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ب  ا را ه  رم  ی  ت ه  اي چ  ن  دج  م  ل  هاي ارت  ب  اط زی  ر ق  ض  ی  هي

داری  م n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  راي ص  ورت ای  ن در .∥h∥h = 1 و h ∈ h ک  ن  ی  د ف  رض 2.38 ق  ض  ی  ه

In(h
⊗n) = Hn(X(h)) (49 . 2)

اص  لاح ن  رم ب  ا را h⊙n ک  ه ش  رط  ی ب  ه م  یک  ن  د ت  ول  ی  د Hn و h⊙n ف  ض  اه  اي ب  ی  ن ی  ک  م  ت  ري ی  ک In خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ن  ت  ی  ج  ه، ع  ن  وان ب  ه
ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ∥.∥M =

√
n!∥.∥h⊗ ش  دهي

داری  م ،n = 1 ب  راي م  یک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده اس  ت  ق  را از (49 . 2) اث  ب  ات ب  راي ب  ره  ان.

I1(h) = X(h) = H1(X(h)).
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ص  ورت ای  ن در اس  ت. ب  رق  رار 1, 2, ..., n ب  راي ح  ک  م ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

In+1(h
⊗(n+1)) = δ(δn(h⊗n+1))

= δ(δn(h⊗n)h) = δ(In(h
⊗n)h)

= In(h
⊗n)δ(h)−

⟨
DIn(h

⊗n), h
⟩
h

2.30 ق  ض  ی  هي ب  ه ب  ن  ا

= In(h
⊗n)X(h)− nIn−1(h

⊗n−1)∥h∥2h 2.35 ق  ض  ی  هي ب  ه ب  ن  ا

= Hn(X(h))X(h)− nHn−1(X(h)) اس  ت  ق  را ف  رض ط  ب  ق

= Hn+1(X(h)) (3 . 1) ب  ه ب  ن  ا

ه  ر ب  راي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا In ب  ودن ی  ک  م  ت  ري اث  ب  ات ب  راي ح  ال م  یش  ود. اث  ب  ات n ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  راي (49 . 2) ب  ن  اب  رای  ن
داری  م f ∈ h⊙n

∥In(f)∥2L2(Ω) = E(I2n(f))

= n!∥f∥2h⊗n

=
(√

n!∥f∥h⊗n

)2
= ∥f∥2M

ب  راي اس  ت. پ  وش  ا In : h⊙n → Hn ده  ی  م ن  ش  ان ب  ای  د اث  ب  ات ات  م  ام ب  راي م  یک  ن  د. ح  ف  ظ را ن  رم و اس  ت ی  ک ب  ه ی  ک In ب  ن  اب  رای  ن
ک  ن  ی  م ث  اب  ت اس  ت ک  اف  ی ک  ار ای  ن

In(h
⊙n) := {In(f) : f ∈ h⊙n} = Hn

ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی م  یک  ن  د، ح  ف  ظ را ن  رم In و اس  ت L2(Ω) در ب  س  ت  ه خ  ط  ی زی  رف  ض  اي ی  ک In(h⊙n) ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ک  ه اس  ت S م  ان  ن  د h⊙n از زی  رم  ج  م  وع  هاي

اس  ت. چ  گ  ال h⊙n در span ⟨S⟩ ال  ف)

اس  ت. چ  گ  ال Hn در span ⟨{In(f) : f ∈ S}⟩ ب)
،∥h∥h = 1, h ∈ h اگ  ر ،(49 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در .S = {h⊗n : h ∈ h, ∥h∥h = 1} ک  ن  ی  د ف  رض

آن  گ  اه
In(h

⊗n) = Hn(X(h)).

53



م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان .2 . 2 م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان و اش  ت  ای  ن روش .2 ف  ص  ل

ت  وس  ط Hn ک  ه آن  ج  ا از ح  ال

In(S) = {Hn(X(h)) : h ∈ h, ∥h∥h = 1},

م  یش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م م  یش  ود، ت  ول  ی  د S ت  وس  ط h⊙n و

م  یده  ی  م ارائ  ه ف  رم  ول  ی ادام  ه در ان  د. چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  ای  ی واق  ع در وی  ن  ر آش  وب ب  س  ط ع  ن  اص  ر ک  ه م  یک  ن  ی  م ب  ی  ان زی  ر ق  ض  ی  هي در
ن  م  ود. م  ح  اس  ب  ه ن  ی  ز را آن  ه  ا ان  ت  گ  رال  دهه  اي ش  رای  ط  ی ت  ح  ت ب  ت  وان ک  ه

،fn ∈ h⊙n ب  راي م  یت  وان ص  ورت ای  ن در .F ∈ L2(Ω) ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت  روك) ف  رم  ول و آش  وب (ب  س  ط 2.39 ق  ض  ی  ه
ن  وش  ت ی  ک  ت  ا ه  ای  ی ،n = 1, 2, ...

F = E(F ) +
∞∑
n=1

In(fn).

اس  ت ب  رق  رار زی  ر ص  ورت ب  ه اس  ت  روك12 ف  رم  ول آن  گ  اه ،F ∈ Dm,2 m ≥ 1 ی  ک ب  راي اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

fk =
1

k!
E(DkF ), ∀k ≤ m.

داری  م 2.35 ب  ه ت  وج  ه ب  ا دوم ق  س  م  ت اث  ب  ات ب  راي اس  ت. 2.38 و 2.18 ق  ض  ای  اي ت  رک  ی  ب از ن  ت  ی  ج  هاي ق  ض  ی  ه، اول ق  س  م  ت ب  ره  ان.

DkF =
∞∑
n=k

n!

(n− k)!
In−k(fn). (50 . 2)

چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ب  ودن م  رک  زي ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ط  رف  ی  ن از گ  رف  ت  ن ری  اض  ی ام  ی  د ب  ا ح  ال

E(DkF ) = k!fk .

ب  اش  د. ه  م  گ  را
∞∑
n=k

nkn!∥fn∥2h⊗n س  ري اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر F ∈ Dk,2 ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه (50 . 2) ت  س  اوي ال  ف) 10 . 2 ت  ب  ص  ره

12Stroock formula
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ص  ورت ای  ن در اس  ت. غ  ی  رات  م  ی ان  دازهي ی  ک µ و ل  ه  س  ت  ان  ی ف  ض  اي ی  ک A آن در ک  ه h = L2(A,A, µ) ک  ن  ی  د ف  رض ب)
ک  ه ط  وري ب  ه دارن  د وج  ود ه  ای  ی ،n = 1, 2, ... ،fn ∈ L2

S(A
n,A⊗n, µn)

F = E(F ) +
∞∑
n=1

In(fn).

ف  رم ب  ه Ak روي k-پ  ارام  ت  ري ت  ص  ادف  ی ف  رای  ن  د ی  ک DkF ع  لاوه ب  ه

t1, ..., tk 7→ Dk
t1,...,tk

F =
∞∑
n=k

n!

(n− k)!
In−k (fn(t1, ..., tk, •))

اس  ت.

ح  اص  لض  رب ف  رم  ول 7 . 2 . 2
ان  ت  گ  راله  اي از م  ت  ن  اه  ی م  ج  م  وع  ی ب  رح  س  ب را چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ح  اص  لض  رب اس  ت ب  رخ  وردار ب  الای  ی اه  م  ی  ت از ک  ه زی  ر ق  ض  ی  هي

م  یک  ن  د. ب  ی  ان چ  ن  دگ  ان  ه

ص  ورت ای  ن در . g ∈ h⊙q و f ∈ h⊙p ب  اش  ن  د، ط  ب  ی  ع  ی اع  دادي p, q ک  ن  ی  د ف  رض ح  اص  لض  رب) (ف  رم  ول 2.40 ق  ض  ی  ه

Ip(f)Iq(g) =

p∧q∑
r=0

r!

p
r

q
r

 Ip+q−2r(f⊗̃rg).

ه  م  چ  ن  ی  ن .Ip(f)Iq(g) ∈ D∞,2 ، 2.25 ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در .Ip(f), Iq(g) ∈ D∞,4 داری  م ،2.35 ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.
داری  م ،2.39 ق  ض  ی  هي ط  ب  ق

Ip(f)Iq(g) =
∞∑
s=0

1

s!
Is (E(D

s(Ip(f)Iq(g))) .

لای  ب  ن  ی  ز، ق  اع  دهي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

Ds(Ip(f)Iq(g)) =
s∑

k=0

Dk(Ip(f))⊗̃Ds−k(Iq(g)).
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داری  م 2.35 ق  ض  ی  هي ب  ن  اب  ر ن  ت  ی  ج  ه در

E (Ds(Ip(f)Iq(g))) =

p∧s∑
k=0∨(s−q)

s
k

 p!

(p− k)!
.

q!

(q − s+ k)!
E
(
Ip−k(f)⊗̃Iq−s+k(g)

)
.

اس  ت م  ع  ن  ی ب  دی  ن ای  ن و p− k = q − s+ k ک  ه اس  ت ن  اص  ف  ر زم  ان  ی ت  ن  ه  ا E
(
Ip−k(f)⊗̃Iq−s+k(g)

)
2.35 ط  ب  ق ول  ی

داری  م ،0 ∨ (s− q) ≤ k ≤ p ∧ s ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ان  د. ی  ک  س  ان زوج  ی  ت داراي p+ q و s ب  ن  اب  ر .k =
p− q + s

2
ک  ه

ح  ال  ت ای  ن در .|q − p| ≤ s ≤ p+ q

E
(
Ip−k(f)⊗̃Iq−s+k(g)

)
=

 s
p− q + s

2

 p!

(
p+ q − s

2
)!
.

q!

(
p+ q − s

2
)!
. (
p+ q − s

2
)! ⟨̃f, g⟩h⊗k

= s!

(
p+ q − s

2

)
!

 p
p+ q − s

2

 .

 q
p+ q − s

2

 . f⊗̃ p+q−s
2

g.

ب  ن  اب  رای  ن

Ip(f)Iq(g)

=

p+q∑
s=|q−p|, s

2
≡p+q

s!

(
p+ q − s

2

)
!

 p
p+ q − s

2

 .

 q
p+ q − s

2

 .Is

(
f ⊗̃ p+q−s

2
g
)
.

داری  م ک  ن  ی  م اع  م  ال را p+ q − s

2
= r م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر اگ  ر ح  ال

Ip(f)Iq(g) =

p∧q∑
r=0

r!

p
r

q
r

 Ip+q−2r(f⊗̃rg).

م  یش  ود. اث  ب  ات ح  ک  م

م  یک  ن  ی  م. اث  ب  ات و ب  ی  ان را زی  ر ت  ک  ن  ی  ک  ی ل  م ب  الا، ق  ض  ی  هي از ن  ت  ی  ج  هاي ع  ن  وان ب  ه
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ص  ورت ای  ن در .q ∈ h⊙q ک  ه F = Iq(f) ک  ن  ی  د ف  رض و ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ث  اب  ت را q ط  ب  ی  ع  ی ع  دد 2.41 ل  م

1

q
∥DF∥2h = E(F 2) + q

q−1∑
r=1

(r − 1)!

q − 1

r − 1

2

I2q−2r(f⊗̃rf).

داری  م ح  اص  لض  رب ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .DF = qIq−1(f) م  یدان  ی  م ب  ره  ان.

1

q
∥DF∥2h = q∥Iq−1∥2h

=

q−1∑
r=0

r!

q − 1

r

2

I2q−2−2r(f⊗̃r+1f)

= q

q∑
r=1

(r − 1)!

q − 1

r − 1

2

I2q−2r(f⊗̃rf)

= q!∥f∥2h⊗q + q

q−1∑
r=1

(r − 1)!

q − 1

r − 1

2

I2q−2r(f⊗̃rf).

م  یش  ود. اث  ب  ات ح  ک  م و

دوگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي وی  ژگ  یه  اي ب  رخ  ی 8 . 2 . 2
ف  رم ب  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ت  ع  ری  ف ط  ب  ق ان  ت  گ  راله  ا ای  ن ک  رد. خ  واه  ی  م اث  ب  ات را دوگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي م  ه  م خ  واص ب  رخ  ی ب  خ  ش، ای  ن در

.f ∈ h⊙2 آن در ک  ه ه  س  ت  ن  د F = I2(f)

ول  ی ،I2(f) = X2(e)− 1 ح  ال  ت ای  ن در .∥e∥h = 1 ب  ا e ∈ h ی  ک ب  راي f = e⊗2 ک  ه اس  ت زم  ان  ی خ  اص ح  ال  ت ی  ک
ان  ت  گ  راله  اي ب  ررس  ی ب  راي م  وث  ر راه ی  ک .N ∼ N (0, 1) ک  ه اس  ت N2− 1 ص  ورت ب  ه I2(f) ب  ن  اب  رای  ن و X(e) ∼ N (0, 1)

ک  ن  ی  د ف  رض م  یپ  ردازی  م. روش ای  ن م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در ک  ه م  یب  اش  د ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ره  اي خ  واص از س  ت  ف  اده دوگ  ان  ه،
م  یش  ود ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ش  د، م  ع  رف  ی 3 . 1 ب  خ  ش در ک  ه f ب  ا م  ت  ن  اظ  ر Tf ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ر ص  ورت ای  ن در .f ∈ h

Tf : h → h, Tf (h) = f ⊗1 h.

پ  ای  هي ی  ک ط  ی  ف  ی، ق  ض  ی  هي ط  ب  ق رو ای  ن از و اس  ت. h روي م  ت  ق  ارن ف  ش  ردهي ع  م  ل  گ  ر ی  ک Tf 1.17 ن  ت  ی  ج  هي ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن
Tf م  ق  ادی  روی  ژهي از م  ت  ش  ک  ل {λf,i}∞i=1 دن  ب  ال  هي ی  ک و Tf وی  ژهي ب  رداره  اي از م  ت  ش  ک  ل {ef,i}∞i=1 م  ان  ن  د h ب  راي ی  ک  ام  ت  ع  ام  د
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ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت
Tf (ef,i) = λf,i ef,i, i = 1, 2, ... .

و f ⊗(1)
1 f = f ب  ا p = 1 ب  راي اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا را

{
f ⊗(p)

1 f : p ≥ 1
}
⊆ h⊙2 ک  م  ک  ی ه  س  ت  هه  اي ه  م  چ  ن  ی  ن

ب  ا p > 1 ب  راي
f ⊗(p)

1 f = (f ⊗(p−1)
1 f)⊗1 f

.f ⊗(2)
1 f = f ⊗1 f داری  م خ  اص ح  ال  ت در م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

م  یده  د. ارت  ب  اط ه  م ب  ه را اخ  ی  ر م  ف  اه  ی  م زی  ر ق  ض  ی  هي

ص  ورت ای  ن در f ∈ h⊙2 ک  ن  ی  د ف  رض 2.42 ق  ض  ی  ه

h⊗2 در و اس  ت ه  م  گ  را p ≥ 2 ب  راي
∞∑
i=1

|λf,i|p س  ري ال  ف)

f =
∞∑
i=1

λf,ief,i ⊗ ef,i. (51 . 2)

داری  م p ≥ 2 ه  ر ب  راي ب)

Tr(T p
f ) =

⟨
f ⊗(p−1)

1 f, f
⟩
h⊗2

=
∞∑
i=1

λpf,i (52 . 2)

اس  ت. Tf ع  م  ل  گ  ر ت  وان p-ام  ی  ن اث  ر13 Tr(T p
f ) آن در ک  ه

ب  ره  ان.

ن  ت  ی  ج  ه در و ∥Tf∥HS <∞ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ه  ی  ل  ب  رت-اش  م  ی  ت ع  م  ل  گ  ر ی  ک Tf ع  م  ل  گ  ر ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ال  ف)

∥Tf∥2HS =
∞∑
i=1

∥Tf (ef,i)∥2h =
∞∑
i=1

|λf,i|2.∥ef,i∥2h =
∞∑
i=1

λ2f,i <∞.

م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه
∞∑
i=1

λ2f,i ه  م  گ  رای  ی از ،p ≥ 2 ب  راي
∞∑
i=1

|λf,i|p ه  م  گ  رای  ی ب  ن  اب  رای  ن

13Trace
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ص  ورت ب  ه {ef,i ⊗ ef,j}∞i,j=1 پ  ای  هي ب  ه ن  س  ب  ت f ب  س  ط ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

f =
∞∑

i,j=1

αijef,i ⊗ ef,j

داری  م ،k = 1, 2, ... ه  ر ب  راي f ⊗1 ef,h = λf,kef,k ت  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

λf,k ef,h = f ⊗1 ef,h =
∞∑

i,j=1

αij ⟨ef,i, ef,k⟩ ef,j =
∞∑
j=1

αkj ef,j

داری  م {ef,i}∞i=1 ب  ودن م  ت  ع  ام  د ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در

αkj =

0 j ̸= k اگ  ر

λf,k j = k اگ  ر

م  یش  ود. اث  ب  ات ح  ک  م و

را {ef,i}∞i=1 وی  ژهي ب  رداره  اي ه  م  ان T p
f ک  ه اس  ت ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از اي س  اده ن  ت  ی  ج  هي Tr(T p

f ) =
∞∑
i=1

λf,i ت  س  اوي ب)
اس  ت.

{
λpf,i
}∞
i=1

دن  ب  ال  هي وی  ژه، ب  رداره  اي ای  ن م  ت  ن  اظ  ر وی  ژهي م  ق  ادی  ر و اس  ت دارا
اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا و (51 . 2) ت  س  اوي ط  ب  ق ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

⟨
f ⊗(p−1)

1 f, f
⟩
h⊗2

=
∞∑
i=1

λpf,i ت  س  اوي اث  ب  ات ب  راي
p > 1 روي

f ⊗(p−1)
1 f =

∞∑
i=1

λp−1
f,i ef,i ⊗ ef,i.

ن  ت  ی  ج  ه در

⟨
f ⊗(p−1)

1 f, f
⟩
h⊗2

=
∞∑

i,j=1

⟨
λp−1
f,i ef,i ⊗ ef,i , λf,jef,j ⊗ ef,j

⟩
h⊗2

=
∞∑
i=1

λpf,i

م  یش  ود. ت  م  ام ق  ض  ی  ه اث  ب  ات و

م  ت  غ  ی  ر اگ  ر ک  ه م  یک  ن  ی  م ی  ادآوري ن  ت  ای  ج ای  ن ب  ی  ان از پ  ی  ش م  یآوری  م. ب  دس  ت دوگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ت  وزی  ع درم  ورد ن  ت  ای  ج  ی ادام  ه در
ت  وان  ی س  ري ب  ا را ،{κp(F )}∞p=1 ،F ان  ب  اش  ت  که  اي دن  ب  ال  هي آن  گ  اه ب  اش  د، م  رات  ب ه  م  هي از م  ت  ن  اه  ی گ  ش  ت  اوره  اي داراي F ت  ص  ادف  ی
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ص  وري

lnE(eiµF ) =
∞∑
p=1

(iµ)p

p!
κp(F ), µ ∈ R (53 . 2)

ه  س  ت  ن  د. F واری  ان  س و م  ی  ان  گ  ی  ن ت  رت  ی  ب ب  ه κ2(F ) و κ1(F ) خ  اص ح  ال  ت در م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

م  یپ  ردازی  م زی  ر ل  م ب  ی  ان ب  ه اب  ت  دا

گ  ش  ت  اوره  اي داراي F ص  ورت ای  ن در .E(et|F |) <∞ اي t > 0 ب  راي ک  ه ب  اش  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک F ک  ن  ی  د ف  رض 2.43 ل  م
ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر G اگ  ر ی  ع  ن  ی م  یش  ود. م  ع  ی  ن آن گ  ش  ت  اوره  اي ت  وس  ط ک  ام  لاً F ت  وزی  ع ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  رات  ب ه  م  هي از م  ت  ن  اه  ی

ک  ه ب  اش  د دی  گ  ري
E(F k) = E(Gk), ∀k = 1, 2, ... ,

ان  د. ه  مت  وزی  ع F,G آن  گ  اه

ن  م  ای  ی ت  اب  ع ت  ی  ل  ور ب  س  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.

(t|F |)n

n!
≤ et|F |, n = 0, 1, 2, ...

ش  ده ذک  ر ش  رای  ط در F,G اگ  ر ح  ال ان  د. م  ت  ن  اه  ی F گ  ش  ت  اوره  اي ک  ه م  یرس  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ب  ه ط  رف  ی  ن، از ری  اض  ی ام  ی  د گ  رف  ت  ن ب  ا و
داری  م اي ε > 0 ب  راي آن  گ  اه ک  ن  ن  د، ص  دق

E(etF ) = E(etG), t ∈ (−ε, ε).

داری  م ،Re(z) ∈ (−ε, ε) ک  ه z م  خ  ت  ل  ط ع  دد ه  ر ب  راي ب  ن  اب  رای  ن

E(ezF ) = E(ezG).

ب  اه  م (−ε, ε) ب  ازهي روي و ان  د ت  ح  ل  ی  ل  ی {z ∈ C : Re(z) ∈ (−ε, ε)} م  ج  م  وع  هي روي E(ezF ),E(ezG) ت  واب  ع زی  را
م  یآوری  م ب  دس  ت σ ∈ R ک  ه z = iσ ق  راردادن ب  ا ب  راب  رن  د.

E(eiσF ) = E(eiσG).
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دارن  د. ی  ک  س  ان  ی ه  اي ت  وزی  ع رو ای  ن از و ی  ک  س  ان F,G م  ش  خ  ص  هي ت  واب  ع ک  ه اس  ت م  ع  ن  ا ب  دی  ن اب  ن
اس  ت. زی  ر ق  ض  ی  هي ب  ی  ان ب  خ  ش، ای  ن در م  ا اص  ل  ی ه  دف

ص  ورت ای  ن در .F ∈ I2(f) و f ∈ h⊙2 ک  ن  ی  د ف  رض 2.44 ق  ض  ی  ه

در و دارن  د اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال ت  وزی  ع ک  ه دارن  د وج  ود ،j = 1, 2, ... ب  راي Nj ه  مت  وزی  ع و م  س  ت  ق  ل ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ال  ف)
L2(Ω)

F =
∞∑
j=1

λf,j(N
2
j − 1) (54 . 2)

p > 1 ه  ر ب  راي ب)

κp(F ) = 2p−1(p− 1)!Tr(T p
f )

= 2p−1(p− 1)!
∞∑
j=1

λpf,j

= 2p−1(p− 1)!
⟨
f ⊗(p−1)

1 f , f
⟩
h⊗2

.

(55 . 2)

م  یش  ود. ت  ع  ی  ی  ن آن) ان  ب  اش  ت  که  اي ت  وس  ط م  ع  ادل ص  ورت ب  ه ی  ا ) آن گ  ش  ت  اوره  اي ت  وس  ط ک  ام  لاً F ت  وزی  ع ج)

ب  ره  ان.

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ال  ف)

I2(ef,j ⊗ ef,j) = I(e⊗2
f,j) = H2(X(ef,j))

= X2(ef,j)− 1

ب  ودن م  س  ت  ق  ل ،j = 1, 2, ... ef,jه  ا، ب  ودن م  ت  ع  ام  د .Nj ∼ N (0, 1) آن  گ  اه ،Nj := X(ef,j) ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف اگ  ر ام  ا
م  یآی  د. دس  ت ب  ه (54 . 2) ف  وق، ت  وض  ی  ح  ات (2 . 51)و ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ه  ای  ت در م  یده  د. ن  ت  ی  ج  ه را ه  ا Nj

داری  م (54 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ق  س  م  ت، ای  ن اث  ب  ات ب  راي ب)

E(eitF ) = Π∞
j=1

e−itλf,j√
1− 2itλf,j

, t ∈ R.
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اس  ت  ان  دارد م  ح  اس  ب  هي ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در

lnE(eitF ) =
∞∑
j=1

(
−itλf,j −

1

2
ln(1− 2itλf,j)

)

=
1

2

∞∑
p=2

(2it)p

p

∞∑
j=1

λpf,j

=
∞∑
p=2

2p−1 (it)
p

p

∞∑
j=1

λpf,j.

داری  م ف  وق س  ري ض  رای  ب دادن ق  رار م  س  اوي و (53 . 2) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

2p−1

p

∞∑
j=1

λpf,j =
κp(F )

p!
, p = 2, 3, ...

م  یک  ن  د. ت  ک  م  ی  ل را ق  س  م  ت ای  ن اث  ب  ات ،(52 . 2) ب  ا ه  م  راه ای  ن و

ک  ل  ی  ت، از ش  دن ک  م ب  دون ک  ار ای  ن ب  راي .E(et|F |) <∞ اي t > 0 ب  راي ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی 2.43 ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ج)
داری  م q > 2 ه  ر ب  راي 2.37 ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ص  ورت ای  ن در .E(F 2) = 1 ک  ن  ی  د ف  رض

E(|F q|)
1
q ≤ q − 1

λ > 0 ه  ر ب  راي ام  ا .
P(|F | > λ) ≤ E(|F |q)

λq
≤ (q − 1)q

λq
.

ص  ورت ای  ن در ،λ > e ،q − 1 =
λ

e
م  یده  ی  م ق  رار

P(|F | > λ) ≤ e −λ
e
−1 ≤ e−

λ
e .
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داری  م t ∈ [0 ,
1

e
) ب  راي ف  وق ن  ام  س  اوي و ف  وب  ی  ن  ی ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا پ  س

E(et|F |) = 1 + t

∫ ∞

0

etλ P(|F | > λ) dλ

≤ 1 + t

∫ ∞

0

etλ−
λ
e dλ

= 1 +
t

1

e
− t

<∞

م  یرس  د. ات  م  ام ب  ه ق  ض  ی  ه اث  ب  ات ب  ن  اب  رای  ن

آن  گ  اه ،N ∼ N (0, 1) اگ  ر ک  ه اس  ت ای  ن ب  الا ق  ض  ی  هي از ف  وري ن  ت  ی  ج  هي ی  ک ال  ف) 11 . 2 ت  ب  ص  ره

κp(N
2 − 1) = 2p−1(p− 1)!, p = 2, 3, ... .

ت  ع  ی  ی  ن آن گ  ش  ت  اوره  اي ت  وس  ط م  ن  ح  ص  رب  ف  رد ط  ور ب  ه 2 از ب  ی  ش  ت  ر م  رت  ب  هي از ن  اص  ف  ر ان  ت  گ  راله  اي ت  وزی  ع ک  ه ک  رد ث  اب  ت م  یت  وان ب)
. E(et|Iq(f)|) = ∞ t،داری  م > 0 ه  ر و ن  اص  ف  ر f ∈ h⊗q ه  ر ،q = 3, 4, ... ه  ر ب  راي ن  ت  ی  ج  ه در و ن  م  یش  ود

ک  رد. رج  وع [15] ب  ه م  یت  وان اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي

.( ک  ن  ی  د رج  وع [25] ب  ه م  ث  ال ط  ور داد.(ب  ه گ  س  ت  رش ن  ی  ز دو از ب  الات  ر م  رت  ب  هي از ان  ت  گ  راله  اي ب  راي م  یت  وان را (54 . 2) راب  ط  هي ج)

ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک14 ن  ی  مگ  روه 9 . 2 . 2
ص  ورت ب  ه م  یت  وان را F ∈ L2(Ω) ه  ر وی  ن  ر، آش  وب ب  س  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا

F =
∞∑
k=0

Jk(F ) (56 . 2)

دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه اس  ت. L2(Ω) در Hk ب  س  ت  هي زی  رف  ض  اي روي F ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ت  ص  وی  ر Jk(F ) آن در ک  ه داد ن  م  ای  ش
آش  وب ب  س  ط م  یب  اش  د. E(F ) ه  م  ان J0(F ) اس  ت، اس  ک  ال  ره  ا ف  ض  اي H0 ک  ه آن  ج  ا از ه  م  چ  ن  ی  ن Jk(F ) = Proj(F | Hk)

ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه L2(Ω) روي را ارن  ش  ای  ن-آل  ن  ب  ک ن  ی  مگ  روه ب  ت  وان  ی  م م  یده  د اج  ازه م  ا ب  ه وی  ن  ر

14Ornestein-Uhlenbeck
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ب  س  ط ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د L2(Ω) در دل  خ  واه  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر F ک  ن  ی  د ف  رض ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک) (ن  ی  مگ  روه 2.45 ت  ع  ری  ف
ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف t ≥ 0 ه  ر ب  راي ب  اش  د. 56 . 2 ش  ک  ل ب  ه آن آش  وب

Pt : L
2(Ω) → L2(Ω)

Pt(F ) =
∞∑
j=0

e−ktJk(F )

ن  ام  ی  م. ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک ن  ی  مگ  روه را (Pt)t≥0 ص  ورت ای  ن در

ب  ودن م  ت  ع  ام  د از ک  ار ای  ن ب  راي ای  م. پ  ذب  رف  ت  ه ف  رض ع  ن  وان ب  ه را Pt : L
2(Ω) → L2(Ω) ف  وق ت  ع  ری  ف در ال  ف) 12 . 2 ت  ب  ص  ره

،t ≥ 0 ه  ر ب  راي ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه Jk(F ) ∈ Hk و ،k = 0, 1, ... ،Hk زی  رف  ض  اه  اي

∥Pt(F )∥2L2(Ω) =
∞∑
k=0

e−2kt ∥Jk(F )∥2L2(Ω)

≤
∞∑
k=0

∥Jk(F )∥2L2(Ω)

= ∥F∥2L2(Ω) .

ان  ق  ب  اض  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک ،t ≥ 0 ،Pt ه  ر ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه ب  الا ن  ام  س  اوي واق  ع در .Pt : L
2(Ω) → L2(Ω) ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت. L2(Ω) روي

داری  م F ∈ L2(Ω) ه  ر و s, t ≥ 0 ه  ر ب  راي ب)

Ps+t(F ) =
∞∑
k=0

e−k(s+t)Jk(F )

=
∞∑
k=0

e−ks
(
e−ktJk(F )

)
= Ps(Pt(F )).

اس  ت. L2(Ω) روي ع  م  ل  گ  ره  ا از ن  ی  مگ  روه  ی .(Pt)t≥0 ع  م  ل  گ  ره  اي م  ج  م  وع  هي ب  ن  اب  رای  ن

ن  س  خ  هي ی  ک X ′ ،F ∈ L1(Ω) ک  ن  ی  د ف  رض م  یده  ی  م. ارائ  ه (Pt)t≥0 ع  م  ل  گ  ره  اي م  ع  رف  ی ب  راي م  ت  ف  اوت راه  ی ادام  ه در
ن  س  ب  ت F ک  ه آن  ج  ا از ب  اش  ن  د. ش  ده ت  ع  ری  ف (Ω× Ω,F ⊗ F ,P× P′) زم  ی  ن  هاي ف  ض  اي روي X,X ′ و ب  اش  د X از م  س  ت  ق  ل
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م  ن  ح  ص  رب  ف  رد PoX−1 اح  ت  م  ال ان  دازهي ت  ح  ت ک  ه اس  ت م  وج  ود ψF : Rh → R ان  دازهپ  ذی  ر ت  اب  ع ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ان  دازهپ  ذی  ر X ب  ه
و اس  ت

F = ψF (X).

و ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ث  اب  ت را t ≥ 0 ح  ال ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در Rh ک  ان  ون  ی ف  ض  اي روي را F ک  ه م  یک  ن  د ف  راه  م را ش  رای  ط  ی ψF ن  گ  اش  ت
ب  ا (Ω× Ω,F ⊗ F ,P× P′) روي را {Z(h)}h∈h ف  رای  ن  د اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

Z(h) = e−tX(h) +
√
1− e−2tX ′(h), h ∈ h.

h1, h2 ∈ h ه  ر ب  راي زی  را اس  ت. X ک  وواری  ان  س ت  اب  ع ه  م  ان ب  ا ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک ف  رای  ن  د ای  ن آن  گ  اه ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف

E(Z(h1)Z(h2)) = E(e2tX(h1)X
′(h2) + (1− e−2t)X ′(h1)X(h2)

+ e−2tX(h1)X(h2) + (1− e−2t)X ′(h1)X
′(h2))

= e−2t ⟨h1, h2⟩+ (1− e−2t) ⟨h1, h2⟩h

= ⟨h1, h2⟩h .

ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اک  ن  ون
ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′)

E′ اگ  ر ح  ال اس  ت. خ  وشت  ع  ری  ف م  ط  م  ئ  ن PoX−1-ت  ق  ری  ب  اً ،ψF زی  را اس  ت. خ  وشت  ع  ری  ف م  ط  م  ئ  ن P-ت  ق  ری  ب  اً × P′

ع  م  ل  گ  ر ب  اش  د. P′ اح  ت  م  ال ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت ری  اض  ی ام  ی  د ن  ش  انده  ن  دهي

F → E′(ψF (e
−tX +

√
1− e−2tX ′)), t ≥ 0 (57 . 2)

داری  م ف  وب  ی  ن  ی ق  ض  ی  هي ب  ن  اب  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

E
(
E′(|e−tX +

√
1− e−2tX ′|)

)
= ∥F∥L1(Ω) <∞.

ت  ع  ل  ق L1(Ω) ب  ه F روي آن اث  ر و اس  ت خ  وشت  ع  ری  ف م  ط  م  ئ  ن P-ت  ق  ری  ب  اً ،F ∈ L1(Ω) ه  ر ب  راي ،(57 . 2) ع  م  ل  گ  ر ن  ت  ی  ج  ه در
از ن  ی  مگ  روه ی  ک ت  ش  ک  ی  ل واق  ع در م  خ  ت  ل  ف، ه  اي t ≥ 0 ب  راي (57 . 2) در ش  ده ت  ع  ری  ف ع  م  ل  گ  ره  اي ک  ه داد ن  ش  ان م  یت  وان دارد.
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L2(Ω) روي ول  ی م  یب  اش  ن  د دارا را L1(Ω) ب  زرگ  ت  ر دام  ن  هي (Pt)t≥0 ع  م  ل  گ  ره  اي ن  س  ب  ت ب  ه ع  م  ل  گ  ره  ا ای  ن م  یده  ن  د. را ع  م  ل  گ  ره  ا
اس  ت. م  ع  روف م  ه  ل  ر15 ف  رم  ول ب  ه زی  ر ق  ض  ی  هي ب  راب  رن  د. ب  اه  م اس  ت، آم  ده زی  ر در ک  ه ق  ض  ی  هاي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

داری  م ق  ب  ل  ی ن  م  ادگ  ذاريه  اي ه  م  ان ب  ا ،F ∈ L2(Ω) ه  ر و t ≥ 0 ه  ر ب  راي مَ  ه  ل  ر) (ف  رم  ول 2.46 ق  ض  ی  ه

Pt(F ) = E′
(
ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′)

)
(58 . 2)

م  ج  م  وع  هي ک  ه ک  رد ث  اب  ت م  یت  وان ک  ردی  م، اس  ت  ف  اده 2.18 ق  ض  ی  هي در ک  ه اس  ت  دلال  ی م  ان  ن  د ب  ره  ان.
eX(h)−

1

2 : h ∈ h, ∥h∥h = 1


ک  ه آن  ج  ا از ص  ورت ای  ن در .F = eX(h)− 1

2 ک  ن  ی  د ف  رض ،∥h∥h = 1 ک  ه دل  خ  واه h ∈ h ب  راي اس  ت. چ  گ  ال L2(Ω) در

√
1− e−2tX ′(h)− 1

2
∼ N

(
−1

2
, (1− e−2t)

)

ب  ن  اب  رای  ن

E′
(
ψF (e

−tX(h) +
√
1− e−2tX ′(h))

)
= E′

(
exp(e−tX(h) +

√
1− e−2tX ′(h)− 1

2
)

)
= exp(e−tX(h)− 1

2
)E′(exp(

√
1− e−2tX ′(h)− 1

2
))

= exp(e−tX(h)) exp(−1

2
e−2t)

= exp(e−tX(h)− 1

2
e−2t)

=
∞∑
p=0

e−pt

p!
Hp(X(h)) (2 . 1) راب  ط  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

=
∞∑
p=0

e−pt

p!
Ip(h

⊗p) 2.38 ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

15Mahler’s formula
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داری  م 2.38 ق  ض  ی  هي و (2 . 1) ب  ه ت  وج  ه ب  ا ط  رف  ی از

F = e
X(h)−

1

2 =
∞∑
p=0

1

p!
Hp(X(h)) =

∞∑
p=0

1

p!
Ip(h

⊗p)

Pt ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف وب  ا
PtF =

∞∑
p=0

e−pt

p!
Ip(h

⊗p).

(58 . 2) راب  ط  هي ط  رف دو ده  ی  م ن  ش  ان اگ  ر م  یش  ود. اث  ب  ات L2(Ω) از چ  گ  ال زی  رم  ج  م  وع  هي ی  ک ب  راي (58 . 2) ت  س  اوي ن  ت  ی  ج  ه در
راب  ط  ه ای  ن دی  گ  ر ط  رف م  یده  ی  م ن  ش  ان ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ش  ده اث  ب  ات پ  ی  شت  ر Pt ب  ودن ان  ق  ب  اض  ی م  یش  ود. ت  م  ام ح  ک  م اث  ب  ات ان  د، ان  ق  ب  اض  ی

داری  م t ≥ 0 ه  ر و F ∈ L2(Ω) ه  ر ب  راي اس  ت. ان  ق  ب  اض  ی ن  ی  ز

∥∥∥E′
(
ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′)

)∥∥∥2
L2(Ω)

= E

(∣∣∣E′(ψF (e
−tX +

√
1− e−2tX ′))

∣∣∣2)
≤ E

(
E′(ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′))2

)
ی  ن  س  ن ن  ام  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

= E(F 2) = ∥F∥2L2(Ω) .

و اس  ت (57 . 2) در ش  ده ت  ع  ری  ف ع  م  ل  گ  ر ه  م  ان م  ن  ظ  ور ش  ود، ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک ن  ی  مگ  روه از ص  ح  ب  ت ه  رگ  اه پ  س ای  ن از ن  م  ادگ  ذاري
م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش Pt ب  ا را آن

اس  ت. ان  ق  ب  اض  ی ،p ≥ 1 ب  راي Lp(Ω) ف  ض  اه  اي ه  م  هي روي ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک ن  ی  مگ  روه 2.47 ق  ض  ی  ه

م  یش  ود ان  ج  ام زی  ر ص  ورت ب  ه و اس  ت p = 1 ح  ال  ت ش  ب  ی  ه ک  ام  لاً ب  ره  ان ب  ره  ان.
∥∥∥E′
(
ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′)

)∥∥∥p
Lp(Ω)

= E
(∣∣∣E′(ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′))

∣∣∣p)
≤ E

(
E′
∣∣∣ψF (e

−tX +
√
1− e−2tX ′)

∣∣∣p) ی  ن  س  ن ن  ام  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

= E |F |2 = ∥F∥pLp(Ω) .
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ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک ن  ی  مگ  روه م  ول  د 10 . 2 . 2
دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه اس  ت.

∞∑
p=0

Jp(F ) ص  ورت ب  ه آش  وب  ی ب  س  ط داراي F ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ش  ده داده F ∈ L2(Ω) ک  ن  ی  د ف  رض
ف  رم ب  ه را PtF ∈ L2(Ω)

PtF =
∞∑
p=0

e−tpJp(F )

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه و ب  اش  د ه  م  گ  را L2(Ω) در
∞∑
p=1

pJp(F ) ک  ن  ی  د ف  رض م  یک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

PtF − F

t
=

∞∑
p=1

e−tp − 1

t
Jp(F ) (59 . 2)

e−tp∣∣∣∣ول  ی − 1

t

∣∣∣∣ ≤ p, lim
t→0

e−tp − 1

t
= −p.

داری  م L2(Ω) در گ  رف  ت  ن ح  د و (59 . 2) راب  ط  هي از اس  ت  ف  اده ل  ب  گ، ت  س  ل  ط  ی ه  م  گ  رای  ی ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

lim
t→0

PtF − F

t
=

∞∑
p=1

e−tp − 1

t
Jp(F )

=
∞∑
p=1

−pJp(F ).

ای  ن دام  ن  هي م  یده  ی  م. ن  م  ای  ش L ب  ا را آن و ن  ام  ی  ده ارن  ش  ت  ای  ن-آل  ن  ب  ک ن  ی  مگ  روه م  ول  د را lim
t→0

PtF − F

t

س  ري م  ع  ادل ط  ور ب  ه ی  ا L2(Ω) در L(F ) =
∞∑
p=1

−pJp(F ) س  ري ک  ه اس  ت ه  ای  ی F ∈ L2(Ω) ت  م  ام ع  م  ل  گ  ر،

م  یک  ن  ی  م ت  وج  ه و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش DomL ب  ا را L ع  م  ل  گ  ر دام  ن  هي ب  اش  د. ه  م  گ  را R در
∞∑
p=1

p2 ∥Jp(F )∥2L2(Ω)

.DomL = D2,2

م  یک  ن  د. ب  رق  رار اس  اس  ی ارت  ب  اط  ی D و L ،δ ع  م  ل  گ  ره  اي ب  ی  ن زی  ر ق  ض  ی  هي

.DF ∈ Dom(δ) Fو ∈ D1,2 اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر F ∈ DomL ص  ورت ای  ن در .F ∈ L2(Ω) ک  ن  ی  د ف  رض 2.48 ق  ض  ی  ه
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ح  ال  ت ای  ن در ه  م  چ  ن  ی  ن
δ(DF ) = −LF.

ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه داد ب  س  ط F =
∞∑
n=0

In(fn) ص  ورت ب  ه L2(Ω) در را F م  یت  وان وی  ن  ر آش  وب ب  س  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.
ن  ظ  ر در دل  خ  واه را G = Im(gm) ∈ Hm .DF ∈ Domδ Fو ∈ D1,2 ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا .fn ∈ h⊙n ،n = 0, 1, ...

داری  م دوگ  ان  ی ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د.

E(Gδ(DF )) + E(⟨DG,DF ⟩h)

= E

⟨mIm−1(gm),
∞∑
n=1

nIn−1(fn)

⟩
h


= E(⟨mIm−1(gm), mIm−1(fm)⟩h)

= m.m! ⟨gm, fm⟩h⊗n

= mE(Im(gm)In(fn))

= E(GmIm(fm)).

L2(Ω) در
∞∑

m=0

mIm(fm) س  ري ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. mIm(fm) ب  ا ب  راب  ر H روي L2(Ω) در δ(DF ) ت  ص  وی  ر ب  ن  اب  رای  ن
.δ(DF ) = −LF و F ∈ DomL رو ای  ن از اس  ت. ب  راب  ر δ(DF ) ب  ا آن م  ق  دار و ه  م  گ  را

ص  ورت ای  ن در .F ∈ DomL ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

∞∑
n=1

n2 ∥In(fn)∥2L2(Ω) <∞

ن  ت  ی  ج  ه در و
∞∑
n=1

n ∥In(fn)∥2L2(Ω) <∞

G =
∞∑
n=0

In(gn) ص  ورت ب  ه آن وی  ن  ر آش  وب ب  س  ط و ب  اش  د دل  خ  واه G ∈ D1,2 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .F ∈ D1,2 دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه
ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

E
(
⟨DG,DF ⟩h

)
=

∞∑
n=1

nE(In(fn)In(gn)) = E(G(−LF )).
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.δDF = −L و DF ∈ Domδ داری  م دوگ  ان  ی خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ن  ت  ی  ج  ه در

،F ∈ DomL ه  ر ب  راي واق  ع در و ن  ی  س  ت ی  ک ب  ه ی  ک L ع  م  ل  گ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

L(F − E(F )) = L(F ),

م  یش  ود. ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه اس  ت وارون ش  ب  ه ی  ک داراي ام  ا ن  اپ  ذی  ر وارون L ع  م  ل  گ  ر ن  ت  ی  ج  ه در

ش  ده ت  ع  ری  ف L−1(F ) =
∞∑
n=1

−1

n
Jn(F ) ض  اب  ط  هي ب  ا L−1 : L2(Ω) → DomL ع  م  ل  گ  ر ک  ن  ی  د ف  رض 2.49 ت  ع  ری  ف

م  ین  ام  ی  م. L ع  م  ل  گ  ر وارون ش  ب  ه را L−1 ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

آن  گ  اه ،F ∈ L2(Ω) ه  رگ  اه ال  ف) 13 . 2 ت  ب  ص  ره

LL−1(F ) = L

(
∞∑
n=1

− 1

n
Jn(F )

)
=

∞∑
n=1

Jn(F ) = F − E(F ).

ه  ر ب  راي L−1L(F ) = F م  ش  اب  ه، ک  ام  لاً ط  ری  ق ب  ه و LL−1(F ) = F آن  گ  اه ب  اش  د، م  رک  زي F اگ  ر رو ای  ن از
ن  ام  گ  ذاري دل  ی  ل ای  ن و اس  ت L وارون ه  م  ان م  رک  زي ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي روي L−1 ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  رق  رار F ∈ DomL

م  یک  ن  د. ت  وج  ی  ه را ب  الا ت  ع  ری  ف

F ∈ DomL ه  ر ب  راي زی  را اس  ت وارون داراي L ع  م  ل  گ  ر ب  رخ  لاف I − L ع  م  ل  گ  ر ب)

(I − L)F =
∞∑
n=0

(n+ 1)Jn(F ).

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف F ∈ L2(Ω) ه  ر ب  راي اس  ت ک  اف  ی ن  ت  ی  ج  ه در

(I − L)−1F =
∞∑
n=0

1

n+ 1
Jn(F ).

م  یک  ن  د. ع  م  ل ه  م  وار ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي روي دو م  رت  ب  هي دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک م  ان  ن  د L ک  ه م  یک  ن  د ب  ی  ان ب  ع  دي ق  ض  ی  هي

ه  م  چ  ن  ی  ن ه  س  ت  ن  د. D2,4 ب  ه م  ت  ع  ل  ق آن م  خ  ت  ص  ات ک  ه ب  اش  د ت  ص  ادف  ی ب  ردار ی  ک F = (F 1, ..., Fm) ک  ن  ی  د ف  رض 2.50 ق  ض  ی  ه
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و φ(F ) ∈ DomL ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ک  ران  دار دوم م  رت  ب  هي ج  زئ  ی م  ش  ت  ق  ات داراي φ ∈ C2(Rm) ک  ن  ی  د ف  رض

L(φ(F )) =
m∑

i,j=1

∂2φ

∂xi∂xj
(F )

⟨
DF i, DF j

⟩
h
+

m∑
i=1

∂φ

∂xi
(F )LF i.

اي C > 0 ب  راي ،φ دوم م  رت  ب  هي ج  زئ  ی م  ش  ت  ق  ات ک  ران  داري ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ره  ان.

|φ′(x)| ≤ C(1 + |x|), x ∈ Rm.

زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي از م  ج  دد اس  ت  ف  ادهي ب  ا .D(φ(F )) =
m∑
i=1

∂φ

∂xi
(F )DF i و φ(F ) ∈ D1,2 زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي ط  ب  ق ح  ال

داری  م φ دوم م  رت  ب  هي ج  زئ  ی م  ش  ت  ق  ات ب  ودن ک  ران  دار ب  ه ت  وج  ه ب  ا و

∂φ

∂xi
(F ) ∈ D1,4, i = 1, 2, ... .

ب  ن  اب  رای  ن DF i ∈ D1,4 ه  م  چ  ن  ی  ن

D(φ(F )) =
m∑
i=1

∂φ

∂xi
(F )DF i ∈ D1,2.

داری  م 2.48 ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال .φ(F ) ∈ D2,2 = DomL رو ای  ن از

L(φ(F )) = −δD(φ(F ))

= −δ

(
m∑
i=1

∂φ

∂xi
(F )DF i

)

= −
m∑
i=1

δ

(
∂φ

∂xi
(F )(DF i)

)

=
m∑
i=1

(⟨
D(

∂φ

∂xi
(F )), DF i

⟩
h

− ∂φ

∂xi
(F )δ(DF i)

)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

∂2φ

∂xi∂xj
(F )

⟨
DF i, DF j

⟩
h
+

m∑
i=1

∂φ

∂xi
(F )LF i

م  یش  ود. ت  م  ام ح  ک  م اث  ب  ات و
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م  یپ  ردازی  م. زی  ر ت  ک  ن  ی  ک  ی ل  م اث  ب  ات و ب  ی  ان ب  ه ن  ه  ای  ت در

،s م  ان  ن  د ن  ام  ن  ف  ی و ص  ح  ی  ح ع  دد ب  راي ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن .E(F ) = 0 ک  ه ب  اش  د گ  ون  هاي ب  ه F ∈ D1,2 ک  ن  ی  د ف  رض 2.51 ل  م
ص  ورت ای  ن در .E|F |s+2 <∞

E
(
F s
⟨
DF,−DL−1F

⟩
h

)
=

1

s+ 1
E(F s+2). (60 . 2)

داری  م ،L−1F ∈ DomL = D2,2 ک  ه آن  ج  ا از ب  ره  ان.

E
(
F s
⟨
DF,−DL−1F

⟩
h

)
= E

(⟨
F sDF,−DL−1F

⟩
h

)
= − 1

s+ 1
E
(⟨
DF s+1, DL−1F

⟩
h

)
= − 1

s+ 1
E
(
F s+1δDL−1F

)
دوگ  ان  ی ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا

=
1

s+ 1
E
(
F s+1LL−1(F )

)
2.48 ق  ض  ی  هي ت  وج  ه ب  ا

=
1

s+ 1
E(F s+2) 13 . 2 ت  ب  ص  رهي ال  ف) ق  س  م  ت ب  ه ب  ن  ا

آن  گ  اه ،f ∈ h⊙q ی  ک و q ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک ب  راي F = Iq(f) اگ  ر 14 . 2 ت  ب  ص  ره

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
=

⟨
DIq(f),

1

q
DIq(f)

⟩
h

=
1

q
∥DIq(f)∥2h.

م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه (60 . 2) ب  ن  اب  رای  ن

E
(
Isq (f)∥DIq(f)∥2h

)
=

q

s+ 1
E
(
Is+2
q (f)

)
.

ج  زء ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رالگ  ی  ري ف  رم  ول 11 . 2 . 2
دارد. پ  ژوه  ش ای  ن در اس  اس  ی ن  ق  ش  ی م  ین  ام  ی  م. ج  ز ب  ه ج  ز ان  ت  گ  رالگ  ی  ري ف  رم  ول را آن ک  ه زی  ر ق  ض  ی  هي
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ب  اش  د. ک  ران  دار م  ش  ت  ق داراي φ ∈ C1(R) و F,G ∈ D1,2 ک  ن  ی  د ف  رض ج  زء) ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رالگ  ی  ري (ف  رم  ول 2.52 ق  ض  ی  ه
ص  ورت ای  ن در

E(Fφ(G)) = E(F )E(φ(G)) + E
(
φ′(G)

⟨
DG,−DL−1F

⟩
h

)
. (61 . 2)

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  ره  ان.

E ((F − E(F ))φ(G)) = E
(
(LL−1(F ))φ(G)

)
= E

(
δ(−DL−1F )φ(G)

)
2.48 ق  ض  ی  هي ب  ن  اب  ر

= E
(⟨
Dφ(G),−DL−1F

⟩
h

)
دوگ  ان  ی ف  رم  ول ب  ن  اب  ر

= E
(
φ′(G)

⟨
DG,−DL−1F

⟩
h

)
. زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي ب  ن  اب  ر

رو ای  ن از .L−1X(h) = −X(h) آن  گ  اه .F = G = X(h) و ∥h∥h = 1 ه  رگ  اه ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه 15 . 2 ت  ب  ص  ره
داری  م (61 . 2) در ج  ای  گ  ذاري ب  ا ک  ه −DL−1X(h) = h

E (X(h)φ(X(h))) = E (φ′(X(h))) .

اس  ت. اس  ت  ای  ن ل  م ه  م  ان واق  ع در ن  ت  ی  ج  ه ای  ن اس  ت، اس  ت  ان  دارد و ن  رم  ال م  ت  غ  ی  ري X(h) ک  ه آن  ج  ا از

م  یآوری  م. ب  دس  ت −DL−1F ب  راي م  ت  ف  اوت ن  م  ای  ش دو زی  ر، ق  ض  ی  هي در

آن  گ  اه ،E(F ) = 0 و F ∈ D1,2 اگ  ر 2.53 ق  ض  ی  ه

−DL−1F =

∫ ∞

0

e−tPtDF dt (62 . 2)

= −(L− I)−1DF (63 . 2)

fاي ∈ h⊙p و p ≥ 1 ب  راي ک  رد ف  رض م  یت  وان ل  زوم) ص  ورت (در ح  دگ  ی  ري از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ره  ان.
ک  ه آن  ج  ا از ب  ن  اب  رای  ن .−DL−1F = Ip−1(f) ن  ت  ی  ج  ه در و L−1F = −1

p
F ص  ورت ای  ن در .F = Ip(f)
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داری  م ،PtDF = pPt(Ip−1(f)) = pe−(p−1)tIp−1(f)∫ ∞

0

e−tptDF dt =

∫ ∞

0

p.e−PtIp−1(f) dt

= Ip−1(f)

∫ ∞

0

p.e−pt dt

= Ip−1(f)

= −DL−1F.

13 . 2 ت  ب  ص  رهي دوم ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا (63 . 2) اث  ب  ات ب  راي ح  ال م  یک  ن  د. اث  ب  ات را (62 . 2) ک  ه

(L− I)−1DF = (L− I)−1p.Ip−1(f)

=
p

−(p− 1)− 1
Ip−1(f)

= −Ip−1(f).

اس  ت. ن  ام  ن  ف  ی م  ط  م  ئ  ن ت  ق  ری  ب  اً E(⟨DF,−DL−1F ⟩h | F ) ش  رط  ی ام  ی  د م  یک  ن  د ب  ی  ان زی  ر م  ه  م ق  ض  ی  هي

م  ط  م  ئ  ن ت  ق  ری  ب  اً ص  ورت ای  ن در .F ∈ D1,2,E(F ) = 0 ک  ن  ی  د ف  رض 2.54 ق  ض  ی  ه

E(
⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
|F ) ≥ 0.

ق  رارداد ای  ن ب  ا Φ(x) =
∫ x

0
φ(t)dt م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ب  اش  د. ک  ران  دار و پ  ی  وس  ت  ه ن  ام  ن  ف  ی، ت  اب  ع ی  ک φ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.

ه  م  واره ب  ن  اب  رای  ن ،Φ(0) = 0 ک  ه آن  ج  ا از ح  ال اس  ت. ص  ع  ودي Φ ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه φ ب  ودن ن  ام  ن  ف  ی .
∫ b

a
= −

∫ a

b
ک  ه

داری  م ش  رط  ی ام  ی  د خ  واص و 2.52 ق  ض  ی  هي ط  ب  ق ول  ی اس  ت ن  ام  ن  ف  ی E(FΦ(F )) ن  ت  ی  ج  ه در .xΦ(x) ≥ 0

0 ≤ E(FΦ(F )) = E
(
φ(F )

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h

)
= E

(
E(φ(F )

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
| F )

)
= E

(
φ(F )E(

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
| F )

)
.

(64 . 2)
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و م  ط  م  ئ  ن ت  ق  ری  ب  اً E(⟨DF,−DL−1F ⟩h |F )) ≥ 0 ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  رق  رار φ ک  ران  دار و پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ه  ر ب  راي آخ  ر ع  ب  ارت ام  ا
م  یش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م

چ  گ  ال  ی داراي چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ک  ه م  یک  ن  د ب  ی  ان واق  ع در ب  ود، خ  واه  د م  ف  ی  د م  ا ب  ع  دي ک  ارب  رده  اي ب  راي ک  ه زی  ر ج  ال  ب ق  ض  ی  هي
ه  س  ت  ن  د. اح  ت  م  ال

ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ت  وزی  ع ص  ورت ای  ن در .f ̸= 0 ک  ه ب  اش  د گ  ون  هاي ب  ه f ∈ h⊙q و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک q ک  ن  ی  د ف  رض 2.55 ق  ض  ی  ه
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت F = Iq(f)

ن  رم  ال ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک I1(f) = X(f) آن  گ  اه ب  اش  د، q = 1 وق  ت  ی م  یک  ن  ی  م. اث  ب  ات q روي اس  ت  ق  را ب  ا را ح  ک  م ب  ره  ان.
ه  ر ب  راي و q > 1 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت. ب  رق  رار q = 1 ب  راي م  س  أل  ه ح  ک  م ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ∥f∥h > 0 واری  ان  س ب  ا م  رک  زي
ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت Iq−1(g) ت  وزی  ع ،∥g∥h⊗(q−1) > 0 ب  ا g ∈ h⊙(q−1)

.⟨f, h⟩h ̸= 0 ،h ∈ h ی  ک ب  راي م  یک  ن  ی  م ادع  ا .∥f∥h⊗q > 0 و f ∈ h⊙q

ب  راي ی  ک  ام  ت  ع  ام  د پ  ای  هي ی  ک را {ei}∞i=1 ت  ن  اق  ض، ب  ه رس  ی  دن ب  راي و ⟨f, h⟩h = 0 ،h ∈ h ه  ر ب  راي ک  ن  ی  د ف  رض خ  ل  ف، ف  رض ب  ا
ص  ورت ب  ه آن ب  ه ت  وج  ه ب  ا را f و م  یگ  ی  ری  م ن  ظ  ر در h

f =
∞∑

j1,j2,...,jq=1

α(j1, j2, ..., jq)ej1 ⊗ ...⊗ ejq

دل  خ  واه h ∈ h ب  راي ب  ن  اب  رای  ن م  یده  ی  م. ب  س  ط

0 = ⟨f, h⟩h =
∞∑

j1,j2,...,jq=1

α(j1, j2, ..., jq) ⟨ej1 , h⟩h ej1 ⊗ ...⊗ ejq

ت  س  اوي
{
ej1 ⊗ ...⊗ ejq

}∞
j1,j2,...,jq=1

ب  ودن ی  ک  ام  ت  ع  ام  د ب  ه ت  وج  ه و ب  الا ت  س  اوي در k = 1, 2, ... ،h = ek دادن ق  رار ب  ا و

α(j1, j2, ..., jq) = 0, ∀j1, j2, ..., jq = 1, 2, ...

ف  رض ب  ا ک  ه f = 0 دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  یآوری  م. ب  دس  ت را

∥f∥⊗q
h > 0

ق  راردادن ب  ا ص  ورت ای  ن در .⟨f, h⟩h ̸= 0 ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ط  وري را h ∈ h ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض در
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ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت Iq−1(g) ت  وزی  ع م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه g ب  راي اس  ت  ق  را ف  رض از اس  ت  ف  اده و g = ⟨f, h⟩h ∈ h⊙(q−1)

ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .⟨DF, h⟩h = qIq−1

(
⟨f, h⟩h

)
ن  ت  ی  ج  ه در و DF = qIq−1(f) ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ح  ال اس  ت پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق

ک  ه آن  ج  ا از و P(⟨DF, h⟩h = 0) = 0 داری  م اس  ت  ق  را ف  رض از اس  ت  ف  اده

{∥DF∥h = 0} ⊆
{
⟨DF, h⟩h = 0

}
,

.P(∥DF∥h = 0) = 0 ن  ت  ی  ج  ه در
ب  راي ب  اش  د. اس  ت  ان  دارد س  از م  ن  ظ  م ،{Jn}∞n=1 دن  ب  ال  هي و ب  اش  د R در ص  ف  ر ان  دازه ب  ورل م  ج  م  وع  هي ی  ک B ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف m = 1, 2, ...

φn = Jn ∗
∫ •

−∞
1B∩[−m,m](t) dt.

داری  م n ب  ه ن  س  ب  ت ح  دگ  ی  ري و 2.52 ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

E

(
1B∩[−m,m](F ) .

1

q
∥DF∥2h

)
= E

(
1B∩[−m,m](F ) .

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h

)
= E

(
F

∫ F

−∞
1B∩[−m,m](y) dy

)
= 0

ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه E
(
1B∩[−m,m](F ) .

1

q
∥DF∥2h

)
= 0 و P(∥DF∥h > 0) = 1 ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ن  ت  ی  ج  ه در .P(F ∈ B) = 0 داری  م m روي ح  دگ  ی  ري ب  ا و P(F ∈ B ∩ [−m,m]) = 0

م  یش  ود. اث  ب  ات ح  ک  م ن  ه  ای  ت در و اس  ت پ  ی  وس  ت  ه

م  یآی  د. ادام  ه در آن ص  ورت و ش  ده اث  ب  ات ش  ی  گ  ک  اوا16 ت  وس  ط ک  ه دارد وج  ود ف  وق ق  ض  ی  هي از ع  م  وم  یت  ري ح  ال  ت

ث  اب  ت F اگ  ر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ج  م  ل  ه م  ت  ن  اه  ی ت  ع  داد ب  ا وی  ن  ر آش  وب ب  س  ط داراي F ∈ L2(Ω) ک  ن  ی  د ف  رض 2.56 ق  ض  ی  ه
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت F ت  وزی  ع ن  ب  اش  د،

ک  ن  ی  د. رج  وع [38] ب  ه م  یت  وان  ی  د اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي ب  ره  ان.

16Shigekawa
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م  یک  ن  د... م  لاق  ات را م  ال  ی  وان اس  ت  ای  ن،

اص  ل  ی ن  ت  ای  ج 1 . 3
م  یش  ود. م  رب  وط م  ال  ی  وان ح  س  اب  ان ب  ه اش  ت  ای  ن روش ل  م، ای  ن ط  ب  ق واق  ع در و اس  ت ب  رخ  وردار ب  الای  ی ب  س  ی  ار اه  م  ی  ت از زی  ر ل  م

م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت F ت  وزی  ع ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن .E(F ) = 0 و F ∈ D1,2 ک  ن  ی  د ف  رض 3.1 ل  م
،z ∈ R ه  ر ب  راي ص  ورت ای  ن در اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه

P(F ≤ z)− Φ(z) = E
(
f ′
z(F )(1−

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
)
)
.

داری  م م  یک  ن  د، ح  ل را اش  ت  ای  ن م  ع  ادل  هي fz ک  ه آن  ج  ا از م  یگ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ث  اب  ت را z ∈ R ب  ره  ان.

P(F ≤ z)− Φ(z) = E(f ′
z(F )− Ffz(F )).

F ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ) ل  ی  پش  ی  ت  س ت  واب  ع ب  راي زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي و دوگ  ان  ی ف  رم  ول ،F = LL−1F = −δDL−1F ت  س  اوي از
م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ( اس  ت چ  گ  ال  ی داراي

E (Ffz(F )) = E
(
(−δDL−1F )fz(F )

)
= E

(⟨
Dfz(F ),−DL−1F

⟩
h

)
= E

(
f ′
z(F )

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h

)
.
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ب  ن  اب  رای  ن
E(f ′

z(F )− Ffz(F )) = E
(
f ′
z(F )(1−

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
)
)
.

اس  ت. ش  ده اث  ب  ات [23] م  رج  ع در ب  ار اول  ی  ن م  یک  ن  ی  م، اث  ب  ات ک  ارب  رد ع  ن  وان ب  ه ک  ه را زی  ر ق  ض  ی  هي

ص  ورت ای  ن در .N ∼ N (0, 1) و E(F ) = 0 ،F ∈ D1,2 ک  ن  ی  د ف  رض 3.2 ق  ض  ی  ه

dKol(F,N) ≤
√
E(1− ⟨DF,−DL−1F ⟩h)2.

در و ⟨DF,−DL−1F ⟩h =
∥DF∥2h
q

آن  گ  اه ،f ∈ h⊙q ی  ک و q ∈ N ی  ک ب  راي F = Iq(f) اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در
ن  ت  ی  ج  ه

dKol(F,N) ≤

√
E

(
1−

∥DF∥2h
q

)2

.

داراي f ک  ه آن  ج  ا از (ول  ی 3.1 ل  م اث  ب  ات م  ش  اب  ه آن  گ  اه ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق داراي و ∥f ′∥∞ ≤ 1 ک  ران  دار، f ه  رگ  اه ب  ره  ان.
داری  م ن  ی  س  ت) F ت  وزی  ع م  ط  ل  ق پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  ه ن  ی  ازي ن  ت  ی  ج  ه در و م  یک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده م  ع  م  ول  ی زن  ج  ی  ري ق  اع  دهي از اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق

|E(f ′(F )− Ff(F ))| =
∣∣∣E(f ′(F )(1−

⟨
DF,−DL−1F

⟩
h
)
)∣∣∣

≤ E

∣∣∣1− ⟨DF,−DL−1F
⟩
h

∣∣∣ .
و ب  اش  د اس  ت  ان  دارد ن  رم  الس  از {Jn}∞n=1 اگ  ر پ  س اس  ت. ∥f ′

z∥∞ < 1 ب  ا ن  س  خ  هاي داراي و ک  ران  دار fz م  یدان  ی  م
داری  م ب  الا ت  وض  ی  ح  ات ط  ب  ق آن  گ  اه ،fz,n = Jn ∗ fz

∣∣E(f ′
z,n(F )− Ffz,n(F ))

∣∣ ≤ E

∣∣∣1− ⟨DF,−DL−1F
⟩
h

∣∣∣
م  یآی  د. ب  هدس  ت ک  وش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوي و ح  دگ  ی  ري از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  أل  ه ح  ک  م ن  ت  ی  ج  ه در و

وی  ن  ر آش  وب ی  ک روي م  رک  زي ح  د ق  ض  ای  اي ب  ه م  رب  وط اس  ت، [32] و [31] ،[29] ،[28] م  راج  ع ن  ت  ای  ج از ت  رک  ی  ب  ی ک  ه زی  ر ق  ض  ی  هي
اس  ت. ث  اب  ت م  رت  ب  هي
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ک  ه زم  ان  ی و {f1, f2, ...} ⊆ h⊙q آن در ک  ه Fn = Iq(fn) ک  ن  ی  د ف  رض و ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ث  اب  ت را q ∈ N 3.3 ق  ض  ی  ه
ص  ورت ای  ن در .E(F 2

n) → 1 ،n→ ∞

ان  د م  ع  ادل ب  اه  م n→ ∞ وق  ت  ی زی  ر ش  روط ال  ف)

Fn =⇒ N ∼ N (0, 1) (1

E(F 4
n) −→ 3 (2

∥fn ⊗j fn∥h⊗2(q−j) −→ 0 ،j = 1, 2, ..., q − 1 ه  ر ب  راي (3

ب  اش  د. ب  رق  رار L2(Ω) در 1− ∥DFn∥2h
q

−→ 0 ه  م  گ  رای  ی (4

ف  رم ب  ه ث  اب  ت  ی، M ∈ N ب  راي {Gn}∞n=1 دن  ب  ال  هي و ب  رق  رار ب  الا ش  رط چ  ه  ار از ی  ک  ی ک  ن  ی  د ف  رض ب)

Gn =
M∑
p=1

Ip(g
(p)
n )

،n→ ∞ وق  ت  ی ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن .p = 1, ...,M ه  ر و n ∈ N ه  ر ب  راي g(p)n ∈ h⊙p آن در ک  ه ب  اش  د

E(G2
n) =

M∑
p=1

p!∥g(p)n ∥2h⊗p −→ c2 > 0

و
∥g(p)n ⊗j g

(p)
n ∥h⊗2(p−j) −→ 0

E(FnGn) ک  وواری  ان  سه  اي دن  ب  ال  هي اگ  ر ص  ورت ای  ن در .j = 1, 2, ..., p− 1 ه  ر و p = 1, 2, ...,M ه  ر ب  راي
،n→ ∞ وق  ت  ی آن  گ  اه ک  ن  د، م  ی  ل ρ م  ت  ن  اه  ی ح  د ی  ک ب  ه

(Fn, Gn) =⇒ (N1, N2)

اس  ت، دوب  ع  دي گ  اوس  ی ب  ردار ی  ک (N1, N2) آن در ک  ه

E(N1N2) = ρ, E(N2
1 ) = 1, E(N2

2 ) = c2.

م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه اول ق  س  م  ت از ب  هس  ادگ  ی دوم ق  س  م  ت اث  ب  ات ک  ن  ی  د. رج  وع [28] م  رج  ع ب  ه ق  ض  ی  ه اول ق  س  م  ت اث  ب  ات ب  راي ب  ره  ان.
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م  یپ  ردازی  م. ب  ود، خ  واه  ن  د ض  روري ب  ع  دي ک  ارب  رده  اي ب  راي ک  ه ق  ض  ی  ه دو م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در

اگ  ر ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د L2(Ω) ب  ه م  ت  ع  ل  ق م  رک  زي ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي از دن  ب  ال  ه ی  ک {Fn}∞n=1 ک  ن  ی  د ف  رض 3.4 ق  ض  ی  ه
ب  اش  ن  د ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن .E(F 2

n) → 1 ،n→ ∞

ب  اش  د. م  ط  ل  ق پ  ی  وس  ت  هي ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت Fn ت  وزی  ع و Fn ∈ D1,2 ،n = 1, 2, ... ب  راي ال  ف)

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف اگ  ر ب)

φ(n) =
√

E(1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h)2, ∀n ∈ N, (1 . 3)

ه  ا φ(n) ه  م  هي ب  ع  د ب  ه ج  ای  ی ی  ک از و φ(n) → 0 ،n → ∞ ک  ه زم  ان  ی ب  اش  د، م  ت  ن  اه  ی n ه  ر ب  راي φ(n) آن  گ  اه
.φ(n) > 0 ،n ≥ N ه  ر ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود N ∈ N ی  ک دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ب  اش  ن  د. م  ث  ب  ت

ب  ه ت  وزی  ع در ،n → ∞ ک  ه زم  ان  ی
{(

Fn,
1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h

φ(n)

)}∞

n=1

ت  ص  ادف  ی ب  رداره  اي دن  ب  ال  هي ج)

ک  ه ط  وري ب  ه ک  ن  د م  ی  ل (N1, N2) دوب  ع  دي م  رک  زي گ  اوس  ی ب  ردار ی  ک

E(N2
1 ) = E(N2

2 ) = 1,

(corr(N1, N2) =) cov(N1N2) = E(N1.N2) = ρ.

ب  الای  ی ک  ران ص  ورت ای  ن در
dKol(Fn, N) ≤ φ(n)

،n→ ∞ ک  ه زم  ان  ی z م  ان  ن  د ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر ب  راي ح  ت  ی و اس  ت ب  رق  رار

P(Fn ≤ z)− Φ(z)

φ(n)
−→ ρ

3
(z2 − 1)

e
−z2

2

√
2π

=
ρ

3
Φ(3)(z). (2 . 3)

ک  اف  ی ان  دازهي ب  ه ه  اي n ب  راي ط  وريک  ه ب  ه دارن  د وج  ود ه  ای  ی N0 ∈ N و c ∈ (0, 1) آن  گ  اه ،ρ ̸= 0 اگ  ر ن  ت  ی  ج  ه در
ب  زرگ

c <
dKol(Fn, N)

φ(n)
≤ 1 (3 . 3)
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.N ∼ N (0, 1) آن در ک  ه

داری  م 3.1 ل  م و ال  ف) ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  یگ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ث  اب  ت را z ∈ R ب  ره  ان.

P(Fn ≤ z)− Φ(z)

φ(n)
= E

(
f ′
z(Fn)

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

)
.

ن  ت  ی  ج  ه در .∥f ′∥∞ ≤ 1 ،2.8 ق  ض  ی  هي ب  ه ب  ن  ا ول  ی

E

(
f ′
z(Fn)

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

)2

≤ E

(
1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h

φ(n)

)2

= 1.

ت  اب  ع ح  ال اس  ت. ان  ت  گ  رالپ  ذی  ر ی  ک  ن  واخ  ت ب  هط  ور
{
f ′
z(Fn)

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

}∞

n=1

دن  ب  ال  هي ب  ن  اب  رای  ن

ه  م  گ  رای  ی ،n→ ∞ ک  ه زم  ان  ی ج) ف  رض از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه x ̸= z ن  ق  ط  هي ه  ر در x→ f ′
z(x)

f ′
z(Fn).

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

−→ f ′
z(N1)N2,

[3] م  رج  ع (ب  ه م  یده  د. ن  ت  ی  ج  ه را ری  اض  ی ام  ی  د ه  م  گ  رای  ی ی  ک  ن  واخ  ت، ان  ت  گ  رالپ  ذی  ري ه  م  راه ب  ه ه  م  گ  رای  ی ای  ن م  یده  د. رخ ت  وزی  ع در
دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ک  ن  ی  د). م  راج  ع  ه

E

(
f ′
z(Fn)

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

)
−→ E(f ′

z(N1)N2) = ρE(f ′
z(N1)N1).

ک  ول  م  وگ  رف ف  اص  ل  هي ت  ع  ری  ف از اگ  ر ن  ه  ای  ت در م  یآی  د. ب  دس  ت q = 1 ب  راي 2.10 ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا (2 . 3) راب  ط  هي ب  ن  اب  رای  ن
آن  گ  اه ک  ن  ی  م، اس  ت  ف  اده

dKol(Fn, N)

φ(n)
≥
∣∣∣∣P(Fn ≤ 0)− Φ(0)

φ(n)

∣∣∣∣
،n→ ∞ اگ  ر (2 . 3) ب  ه ت  وج  ه ب  ا P(Fn∣∣∣∣ام  ا ≤ 0)− Φ(0)

φ(n)

∣∣∣∣ −→ |ρ|
3
√
2π

< 1,
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م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه 3.2 ق  ض  ی  هي از م  س  ت  ق  ی  م ص  ورت ب  ه ب  الای  ی ک  ران م  یآی  د. ب  دس  ت (3 . 3) پ  ای  ی  ن ک  ران ب  ن  اب  رای  ن

ق  ض  ای  اي در ت  ب  ص  ره ای  ن اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه پ  ارام  ت  ر ی  ک n ک  ه ح  ال  ت  ی ب  راي وض  وح ب  ه ب  الا ق  ض  ی  هي ن  ت  ای  ج 1 . 3 ت  ب  ص  ره
م  یک  ن  د. ص  دق ن  ی  ز ب  خ  ش ای  ن ب  ع  دي

ق  ض  ی  ه ای  ن در م  یده  د. ن  ش  ان را اج  وورث1 ت  ک-ج  م  ل  هاي ب  س  ط و اخ  ی  ر ن  ت  ای  ج ب  ی  ن ارت  ب  اط م  یپ  ردازی  م، آن ب  ه ادام  ه در ک  ه ق  ض  ی  هاي
اج  وورث ب  س  ط در ن  اص  ف  ر ج  م  ل  هي اول  ی  ن ب  ن  اب  رای  ن .E(F 2

n) = 1 و ب  اش  ن  د م  رک  زي ،n = 1, 2... ب  راي ه  ا Fn ک  ه م  یک  ن  ی  م ف  رض
ف  ص  ل ب  ه م  یت  وان اج  وورث ب  س  ط ب  راي م  ق  دم  هاي م  ش  اه  دهي ب  راي اس  ت. 1

3!
E(F 3

n)Φ
(3)(z) ب  ا ب  راب  ر ،P(Fn ≤ z)− Φ(z)

م  ع  رف  ی اج  وورث ب  س  ط ب  راي اش  ت  ای  ن روش از دی  گ  ري ک  ارب  رد ،[37] م  رج  ع در ه  م  چ  ن  ی  ن ک  رد. م  راج  ع  ه [21] س  وم ف  ص  ل و [14] دوم
م  یک  ن  ی  م. ن  ظ  ر ص  رف آن ب  ه پ  رداخ  ت  ن از ن  ام  ه پ  ای  ان ای  ن در ام  ا ش  ده

از ان  ت  گ  رالپ  ذی  ر م  رب  ع و م  رک  زي ت  اب  ع  که  اي از دن  ب  ال  هاي {Fn}∞n=1 ک  ن  ی  د ف  رض اج  وورث) ت  ک-ج  م  ل  هاي (ب  س  طه  اي 3.5 ق  ض  ی  ه
ال  ف) ش  رای  ط ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن .E(F 2

n) = 1 ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  ن  د X = {X(h); h ∈ h} ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د
ع  لاوه ب  ه ب  اش  ن  د، ب  رق  رار 3.4 ق  ض  ی  هي از ج) ت  ا

E|Fn|3 <∞, ،n ه  ر ب  راي ال  ف)

.supn≥1 E|Fn|2+ε <∞ ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود اي ε > 0 ب)

،n→ ∞ اگ  ر ص  ورت ای  ن در
E(F 3

n)

2φ(n)
−→ −ρ,

اج  وورث ت  ک-ج  م  ل  هاي ب  س  ط ،z ∈ R ه  ر ب  راي و

P(Fn ≤ z)− Φ(z) +
1

3!
E(F 3

n)Φ
(3)(z) = oz(φ(n)) (4 . 3)

آن  گ  اه ،n→ ∞ اگ  ر ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت z ب  ه واب  س  ت  ه ع  ددي دن  ب  ال  هاي ،oz(φ(n)) آن در ک  ه اس  ت ب  رق  رار

oz(φ(n))

φ(n)
−→ 0.

ب  ن  اب  رای  ن م  یآورد. ف  راه  م s = 1 م  ق  دار ب  ا را 2.51 ل  م ش  رای  ط ه  ا، Fn ب  ودن م  رک  زي و ال  ف) ف  رض ب  ره  ان.

E
(
Fn

⟨
DFn,−DL−1Fn

⟩
h

)
=

1

2
E(F 3

n)

1Edgeworth
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ن  ت  ی  ج  ه در و

E

(
Fn

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

)
= −E(F 3

n)

2φ(n)
. (5 . 3)

،φ(n) ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

E

(
1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h

φ(n)

)2

= 1. (6 . 3)

ده  ی  م ق  رار اگ  ر ح  ال
δ =

ε

4 + ε
, p = 2 +

ε

2
,

1

q
= 1− 1

p
.

داری  م (6 . 3) ت  س  اوي و ه  ول  در ن  ام  س  اوي ط  ب  ق ص  ورت ای  ن در

E

∣∣∣∣∣Fn.
1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h

φ(n)

∣∣∣∣∣
1+δ

≤
(
E|Fn|(1+δ)p

) 1
p .

E

∣∣∣∣∣1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

∣∣∣∣∣
(1+δ)q

 1
q

=
(
E|Fn|2+ε

) 1
p . E

∣∣∣∣∣1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

∣∣∣∣∣
2
 1

q

=
(
E|Fn|2+ε

) 1
p .

ب) ف  رض از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

sup
n≥1

E

∣∣∣∣∣Fn

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

∣∣∣∣∣
1+δ

<∞.

ت  س  اوي ب  ه ت  وج  ه ب  ا رو ای  ن از و ه  م  گ  راس  ت ی  ک  ن  واخ  ت ط  ور ب  ه
{
Fn

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

}∞

n=1

دن  ب  ال  هي ن  ت  ی  ج  ه در
،n→ ∞ اگ  ر ،3.4 ق  ض  ی  هي در ج) ف  رض و (5 . 3)

1

2φ(n)
E(F 3

n) −→ −E(N1N2) = −ρ.
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زی  را م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه ب  الا ح  د و () ق  ض  ی  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ق  ض  ی  ه دوم ق  س  م  ت ن  ه  ای  ت، در
∣∣∣∣∣∣∣
P(Fn ≤ z)− Φ(z) +

1

3!
E(F 3

n)Φ
(3)(z)

φ(n)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣P(Fn ≤ z)− Φ(z)

φ(n)
− ρ

3
Φ(3)(z)

∣∣∣∣
+

|Φ(3)(z)|
3

∣∣∣∣ 1

2φ(n)
E(F 3

n) + ρ

∣∣∣∣ .
م  یش  ون  د. ه  م  گ  را ص  ف  ر ب  ه ،n→ ∞ ب  ا آخ  ر ج  م  ل  هي دو

داری  م 3.4 ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د. ρ ̸= 0 ک  ه اس  ت ک  ارب  ردي زم  ان  ی (4 . 3) راب  ط  هي ال  ف) 2 . 3 ت  ب  ص  ره

P(Fn ≤ z)− Φ(z) ≍ φ(n).

ب  ه ه  م  گ  رای  ی س  رع  ت ،P(Fn ≤ z)− Φ(z) ب  ه 1
3!
E(F 3

n)Φ
(3)(z) ج  م  ل  هاي اف  زودن ث  اب  ت، z ی  ک ب  راي ب  ن  اب  رای  ن

م  یده  د. اف  زای  ش را ص  ف  ر

دن  ب  ال  هي ی  ک  ن  واخ  ت ان  ت  گ  رالپ  ذی  ري ض  ع  ی  فت  ر ف  رض ب  ا را ب) ف  رض م  یت  وان ف  وق، ق  ض  ی  هي اث  ب  ات رون  د ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب)
{
Fn

1− ⟨DFn,−DL−1Fn⟩h
φ(n)

}∞

n=1

ن  م  ود. ت  ع  وی  ض

چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي 2 . 3
ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک ب  ه ن  س  ب  ت چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ب  راي را ق  ب  ل ب  خ  ش ن  ت  ای  ج ب  خ  ش، ای  ن در
ت  ع  ل  ق D1,2 ب  ه چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي از م  ت  ن  اه  ی ج  م  ع ی  ک ک  ه م  یک  ن  ی  م ی  ادآوري م  یب  ری  م. ب  هک  ار ،X = {X(h) : h ∈ h}

از م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادي ج  م  ع ک  ه غ  ی  رث  اب  ت  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ت  ع  ل  ق D∞,∞ ب  ه چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  رال ه  ر زی  را دارد،
از ال  ف) ش  رط ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه م  ط  ل  ق ط  ور ب  ه ل  ب  گ ان  دازهي ب  ه ن  س  ب  ت ک  ه ه  س  ت  ن  د ت  وزی  ع  ی داراي ب  اش  ن  د، چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي

اس  ت. ب  رق  رار خ  ود ب  ه خ  ود ف  رم، ای  ن ب  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي ب  راي 3.4 ق  ض  ی  هي

آن در ک  ه ب  اش  د Fn = Iq(fn) ف  رم ب  ه {Fn}∞n=1 دن  ب  ال  هي و ث  اب  ت ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک q > 1 ک  ن  ی  د ف  رض 3.6 ق  ض  ی  ه
ت  وس  ط را φ(n) اگ  ر ص  ورت ای  ن در .E(F 2

n) = q!∥fn∥h⊗q → 1 ،n → ∞ اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن .f ∈ h⊙q
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آن  گ  اه ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف (1 . 3) راب  ط  هي

φ2(n) = E(1−
∥DFn∥qh

q
)2

=
(
1− q!∥fn∥2h⊗q

)2
+ q2

q−1∑
r=1

(2q − 2r)!(r − 1)!2

q − 1

r − 1

4

∥fn⊗̃rfn∥2h⊗2(q−r) .

(7 . 3)

،n→ ∞ وق  ت  ی اگ  ر ح  ال

∥fn ⊗r fn∥h⊗2(q−r) −→ 0, ∀ r ≤ q − 1, (8 . 3)

و

1− q!∥fn∥2h⊗q

φ(n)
−→ 0, (9 . 3)

م  یس  ازد، ب  رق  رار را م  ذک  ور ق  ض  ی  هي ج) ش  رط ک  ه م  ف  روض  ات از م  ج  م  وع  هاي و اس  ت ب  رق  رار 2.10 ق  ض  ی  هي در ب) ف  رض آن  گ  اه
م  یب  اش  ن  د. (11 . 3) و (10 . 3) م  ف  روض  ات

n→ ∞ ک  ه زم  ان  ی

∥(fn⊗̃rfn)⊗l (fn⊗̃rfn)∥h⊗2(2(q−r))−l)

φ2(n)
−→ 0, (10 . 3)

.l = 1, 2, ..., 2(q − r)− 1 ه  ر و r = 1, 2, ..., q − 1 ه  ر ب  راي
ب  اش  د، زوج q اگ  ر و

−qq! (q
2
− 1)!

q − 1
q

2
− 1

2

φ(n)

⟨
fn, fn⊗̃ q

2
fn

⟩
h⊗q

−→ ρ. (11 . 3)

اس  ت. ب  رق  رار ρ = 0 ب  ا 2.10 ق  ض  ی  هي ج) ف  رض آن  گ  اه ب  اش  د، ب  رق  رار (10 . 3) ف  رض و ف  رد q اگ  ر ن  ه  ای  ت در
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و (8 . 3) ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. 2.41 ل  م و {φ(n)}∞n=1 دن  ب  ال  هي ت  ع  ری  ف از م  س  ت  ق  ی  م ن  ت  ی  ج  هاي (7 . 3) رواب  ط ب  ره  ان.

∥fn⊗̃rfn∥h⊗2(q−r) ≤ ∥fn ⊗r fn∥h⊗2(q−r) .

داری  م ،r = 1, 2, ..., q − 1 ب  راي

∥fn⊗̃rfn∥h⊗2(q−r) −→ 0. (12 . 3)

.φ(n) → 0 م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه م  یک  ن  د، م  ی  ل ص  ف  ر ب  ه 1− q!∥fn∥2h⊗q ح  د ک  ه ای  ن و (7 . 3) راب  ط  هي ط  ب  ق درن  ت  ی  ج  ه
2.41 ل  م از م  ج  دد اس  ت  ف  ادهي ب  ا ح  ال

1− ∥DIq(fn)∥h
q

2

φ(n)
=

1− q!∥fn∥2h⊗q

φ(n)
− q

q−1∑
r=1

(r − 1)!

q − 1

r − 1

2

I2(q−r)

(
fn⊗̃rfn
φ(n)

)
. (13 . 3)

ق  ض  ی  هي ب) ق  س  م  ت و (13 . 3) از ن  ت  ی  ج  هاي م  یده  ن  د، ن  ت  ی  ج  ه را 2.10 ق  ض  ی  هي ج) ف  رض (11 . 3) و (10 . 3) ک  ه ادع  ا ای  ن ن  ه  ای  ت در
ب  راي 3.3

Gn = −q
q−1∑
r=1

(r − 1)!

q − 1

r − 1

2

I2(q−r)

(
fn⊗̃rfn
φ(n)

)
ب  اش  د، زوج q اگ  ر زی  را اس  ت. c2 = 1 و

E(FnGn) = E

−q
q−1∑
r=1

(r − 1)!

q − 1

r − 1

2

.I2(q−r)

(
fn⊗̃rfn
φ(n)

)
Iq(fn)


= −q(q

2
− 1)!

q − 1
q

2
− 1

2

q!
⟨
fn, fn⊗̃ q

2
fn

⟩
h⊗q

.E(FnGn) = 0 ب  اش  د، ف  رد q اگ  ر و

اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ک  اف  ی و لازم φ(n) → 0 ب  راي (8 . 3) ش  رط 3.3 ق  ض  ی  هي ال  ف) ق  س  م  ت ب  ن  اب  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه 3 . 3 ت  ب  ص  ره
م  ت  ن  اه  ی ج  م  ع ف  رم ب  ه ک  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي م  ع  م  ول  ی خ  واص آن  گ  اه ب  اش  ن  د، ف  راه  م (11 . 3) و (10 . 3) ،(9 . 3) ،(8 . 3) م  ف  روض  ات
ق  ض  ی  هي رو ای  ن از ب  رق  رارن  د. خ  ود ب  ه خ  ود 3.4 ق  ض  ی  هي در ب) و ال  ف) م  ف  روض  ات ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه ه  س  ت  ن  د، چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي
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م  یآورد. ف  راه  م را اج  وورث ت  کج  م  ل  هاي ب  س  ط ش  رای  ط ب  الا

وی  ن  ر دوم م  رت  ب  هي آش  وب 3 . 3
ک  ه ک  ردی  م م  ش  اه  ده پ  ی  شت  ر اس  ت. H2 وی  ن  ر، دوم م  رت  ب  هي آش  وب ب  ه م  ت  ع  ل  ق ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي روي ب  ر ت  م  رک  ز، ب  خ  ش ای  ن در

ه  س  ت  ن  د. I2(f) ف  رم ب  ه اي f ∈ h⊙2 ب  راي ف  ض  ا ای  ن ع  ن  اص  ر

ب  راي κ(n)p = κp(Fn) م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف .fn ∈ h⊙2 و n = 1, 2, ... ب  راي ،Fn = I2(fn) ک  ن  ی  د ف  رض 3.7 ق  ض  ی  ه
اس  ت. Fn ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر p-ام م  رت  ب  هي ان  ب  اش  ت  ک ،κp(Fn) آن در ک  ه ،p = 1, 2, ...

اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر Fn −→ N ∼ N (0, 1) ،n→ ∞ ک  ه زم  ان  ی آن  گ  اه ،(E(F 2
n) =)κ

(n)
2 → 1 ،n→ ∞ وق  ت  ی اگ  ر ح  ال

داری  م ح  ال  ت ای  ن در .κ(n)4 → 0

dKol(Fn, N) ≤

√
κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2.

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،n→ ∞ وق  ت  ی اگ  ر ع  لاوه ب  ه

κ
(n)
2 − 1

κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2

−→ 0 (14 . 3)

κ
(n)
3√

κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2

−→ α (15 . 3)

و

κ
(n)
8(

κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2

)2 −→ 0 (16 . 3)
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،n→ ∞ ک  ه زم  ان  ی آن  گ  اه

P(Fn ≤ z)− Φ(z)√
κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2

−→ α

3!

1√
2π

(1− z2)e
−
z2

2 . (17 . 3)

،n ≥ n0 ه  ر ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود n0 ∈ N ی  ک و c ∈ (0, 1) ی  ک آن  گ  اه ،α ̸= 0 اگ  ر خ  اص ح  ال  ت در

sup
z∈R

|P(Fn ≤ z)− Φ(z)| ≥ c

√
κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2.

،3.3 ق  ض  ی  هي ال  ف) ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا پ  س .κ(n)4 = E(F 4
n) − 3E(F 2

n)
2 داری  م ،E(Fn) = 0 ک  ه آن  ج  ا از اولاً ب  ره  ان.

داری  م ،E(F 2
n) −→ 1 و κ(n)4 −→ 0 از زی  را م  یآی  د. ب  دس  ت Fn −→ N ∼ N (0, 1) و κ(n)4 −→ 0 ب  ودن م  ع  ادل

2.41 ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا اک  ن  ون .E(F 4
n) −→ 3

1

2
∥DFn∥2h − 1 = 2I2(fn ⊗1 fn) + E(F 2

n)− 1

= 2I2(fn ⊗1 fn) + κ
(n)
2 − 1,

ب  ن  اب  رای  ن
E

(
1

2
∥DF∥2h − 1

)2

= 8∥fn ⊗1 fn∥2h⊗2 + (κ
(n)
2 − 1)2.

ب  ه ت  وج  ه و p = 4 ب  راي (55 . 2) راب  ط  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

∥fn ⊗1 fn∥2h⊗2 =
⟨
f ⊗(3)

1 f, f
⟩
h⊗2

,

ب  ه
8∥fn ⊗1 fn∥2h⊗2 + (κ

(n)
2 − 1)2 =

κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2,

ن  ت  ی  ج  ه در م  یی  اب  ی  م. دس  ت

E

(
1

2
∥DF∥2h − 1

)2

=
κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2.
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ک  ه آن  ج  ا از اک  ن  ون
1

2
∥DF∥2h − 1 =

⟨
DFn,−DL−1Fn

⟩
h
− 1,

داری  م

φ(n) =

√
κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2.

ن  ت  ی  ج  ه در
1− κ

(n)
2√

κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2

=
1− 2∥fn∥2h⊗2

φ(n)

داری  م p = 8 و p = 3 ه  اي ح  ال  ت در (55 . 2) راب  ط  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا و

κ
(n)
3√

κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2

=
8 ⟨fn, fn ⊗1 fn⟩h⊗2

φ(n)
,

κ
(n)
8

(
κ
(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2)2

= 277!

⟨
f ⊗(7)

1 f, f
⟩
h⊗2

φ4(n)

= 277!
∥(fn ⊗1 fn)⊗1 (fn ⊗1 fn)∥2h⊗2

φ4(n)
.

م  یش  ود. ث  اب  ت ح  ک  م ،q = 2 ح  ال  ت در 3.5 ق  ض  ی  هي ب  هک  ارب  ردن و (16 . 3) (3 . 15)و ،(14 . 3) م  ف  روض  ات گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

√
κ
(n)
4

6
ع  ب  ارت ب  ه φ(n) و اس  ت ب  رق  رار خ  ود خ  ودي ب  ه (14 . 3) ش  رط آن  گ  اه ،E(F 2

n) = κ
(n)
2 = 1 اگ  ر ال  ف) 4 . 3 ت  ب  ص  ره

اس  ت. Fn چ  ه  ارم م  رت  ب  هي ان  ب  اش  ت  ک ش  ام  ل ت  ن  ه  ا ک  ه م  یش  ود ت  ب  دی  ل

n→ ∞ آن  گ  اه ،z2 ̸= 1 و α ̸= 1 اگ  ر ک  ه م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه (17 . 3) (3 . 15)و رواب  ط ت  رک  ی  ب ب  ا ب)

P(Fn ≤ z)− Φ(z) ∼ κ
(n)
3

3!
√
2π

(1− z2)e−
z2

2 .
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پ  ی  وس  ت  ه-زم  ان م  ان  اي ف  رای  ن  ده  اي ت  اپ  ل  ی  ت  سِ م  رب  ع  یِ ت  اب  ع  که  اي 4 . 3
ه  ر ب  راي دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ب  اش  د. f : R → R ط  ی  ف  ی چ  گ  ال  ی ب  ا م  ان  ا گ  اوس  ی م  رک  زي ف  رای  ن  د ی  ک X = (Xt)t∈R ک  ن  ی  د ف  رض

( ن  ی  س  ت. واب  س  ت  ه u ب  ه E(XuXu+t) ،X ف  رای  ن  د ب  ودن م  ان  ا ب  ه ت  وج  ه ب  ا ) ب  اش  ی  م داش  ت  ه u, t ∈ R

E(XuXu+t) := r(t) =

∫ +∞

−∞
eiλtf(λ)dλ

زی  را اس  ت X ف  رای  ن  د ک  ووری  ان  س ت  اب  ع واق  ع در r(t) و

cov(XuXu+t) = E(XuXu+t) = r(t).

ت  ع  ری  ف T > 0 ب  راي اس  ت. زوج ت  اب  ع  ی ط  ی  ف  ی چ  گ  ال  ی ک  وواری  ان  س، ت  اب  ع ب  ودن ح  ق  ی  ق  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه م  یک  ن  ی  م ت  أک  ی  د ه  م  چ  ن  ی  ن
م  یک  ن  ی  م

Qt =

∫ ∫
[0,T ]2

ĝ(t− s)XtXs dtds

واق  ع در اس  ت. g زوج ت  اب  ع ف  وری  هي ت  ب  دی  ل ،ĝ : R → R ک  ه

ĝ(t) =

∫ +∞

−∞
eiλtg(λ)dλ, t ∈ R.

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ه  م  چ  ن  ی  ن م  ین  ام  ی  م. ( g, T ب  ه (واب  س  ت  ه X ت  اپ  ل  ی  ت  س م  رب  ع  ی ت  اب  ع  ک را Qt

Q̃T =
QT − E(QT )√

T
,

σ(T ) = var(Q̃T ),

Q̌T =
Q̃T

σ(T )
.

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه j = 1, 2, ... ب  راي را Q̃T و Q̌T ه  اي ان  ب  اش  ت  ک

κ̃
(T )
j = κj(Q̃T ), κ̌

(T )
j = κj(Q̌T ).
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u م  رب  ع-ان  ت  گ  رالپ  ذی  ر ت  واب  ع روي ک  ه ،( φ, T ب  ه م  رب  وط ) ت  اپ  ل  ی  ت  س2 ش  دهي م  خ  ت  ص  ر ع  م  ل  گ  ر ψ ∈ L1(R) ،T > 0 ب  راي
م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را آن و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش BT (ψ) ن  م  اد ب  ا را م  یک  ن  د ع  م  ل

BT (ψ)(u)(λ) =

∫ T

0

u(x)ψ̂(λ− x)dx, λ ∈ R.

BT (ψ)BT (γ) ب  ا را BT (γ) BTو (ψ) ع  م  ل  گ  ر دو ح  اص  ل  ض  رب ψ, γ ∈ L1(R) ب  راي اس  ت. ψ ف  وری  هي ت  ب  دی  ل ψ̂ ک  ه
اس  ت. U ع  م  ل  گ  ر اث  ر Tr(U) از م  ا م  ن  ظ  ور ه  م  واره و م  یده  ی  م ن  م  ای  ش

اس  ت. [10] و [9] م  راج  ع در ش  ده ث  اب  ت ن  ت  ای  ج ب  رخ  ی درب  ارهي م  یپ  ردازی  م آن م  ع  رف  ی ب  ه ادام  ه در ک  ه ق  ض  ی  هاي

راب  ط  هي ب  ا Q̃T ان  ب  اش  ت  ک j-ام  ی  ن ،j ∈ N ه  ر ب  راي ال  ف) 3.8 ق  ض  ی  ه

κ̃
(T )
j =


0 j = 1 اگ  ر

T
−
j

2 . 2j−1(j − 1)! Tr
(
(BT (f)BT (g))

j
)

j ≥ 2 اگ  ر

اس  ت. BT (f)BT (g) ع  م  ل  گ  ر ت  وان j-ام  ی  ن ،(BT (f)BT (g))
j آن در ک  ه م  یآی  د ب  هدس  ت

اگ  ر ح  ال .1
p
+

1

q
≤ 1

j
ب  اش  ی  م داش  ت  ه j ∈ N ی  ک و ح  ق  ی  ق  ی p, q ≥ 1 ب  راي ک  ن  ی  د ف  رض ب)

f ∈ Lp(R) ∩ L1(R), g ∈ Lq(R) ∩ L1(R),

،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی آن  گ  اه

κ̃
(T )
j ∼ T 1− j

2 . 2j−1(j − 1)! (2π)2j−1

∫ ∞

−∞
(f(x)g(x))j dx.

T → ∞ ک  ه زم  ان  ی آن  گ  اه ،1
p
+

1

q
≤ 1

2
اگ  ر ج)

σ2(T ) = κ̃
(T )
2 −→ σ2(∞) := 16π3

∫ ∞

−∞
f 2(x)g2(x)dx,

2Truncated Toeplitz operator
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و
Q̌T =⇒ N ∼ N (0, 1).

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [10] و [9] م  راج  ع ب  ه اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي ب  ره  ان.

ج) ق  س  م  ت در ش  ده ظ  اه  ر م  رک  زي ح  د ق  ض  ی  هي ب  راي و ب  رد ب  ک  ار را 3.7 ق  ض  ی  هي ن  ت  ای  ج م  یت  وان ک  ه م  یده  د ن  ش  ان ب  ع  دي ق  ض  ی  هي
ی  ک آوردن ب  دس  ت ب  راي اس  ت، ی  ک واری  ان  س داراي Q̌T ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ک  ه آن  ج  ا از داد. ارائ  ه ب  ري-اس  ن3 ک  رانه  اي ب  الا، ق  ض  ی  هي
ق  س  م  ت از ک  ه م  یش  ود ان  ج  ام ص  ورت ب  دی  ن ک  ار ای  ن ش  ود. ک  ن  ت  رل آن چ  ه  ارم م  رت  ب  هي ان  ب  اش  ت  ک ک  ه اس  ت لازم ت  ن  ه  ا ب  الای  ی ک  ران
ک  ه اس  ت ن  ی  از پ  ای  ی  ن ک  رانه  اي آوردن ب  دس  ت ب  راي دی  گ  ر ط  رف از .1

p
+

1

q
≤ 1

4
م  یک  ن  ی  م ف  رض و اس  ت  ف  اده ب  الا ق  ض  ی  هي ب)

ب  الا ق  ض  ی  هي ب) ق  س  م  ت از اس  ت  ف  اده ب  راي ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  ی  م. داش  ت  ه Q̌T ان  ب  اش  ت  ک ه  ش  ت  م  ی  ن ح  دي رف  ت  ار از دق  ی  ق  ی ت  ق  ری  به  اي
.1
p
+

1

q
≤ 1

8
اس  ت لازم

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ح  ق  ی  ق  ی ه  اي p, q ≥ 1 ب  راي ک  ن  ی  د ف  رض 3.9 ق  ض  ی  ه

f ∈ Lp(R) ∩ L1(R), g ∈ Lq(R) ∩ L1(R),

،T > 0 ه  ر ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود C = C(f, g) > 0 ی  ک آن  گ  اه ،1
p
+

1

q
≤ 1

4
اگ  ر ال  ف)

sup
z∈R

|P(Q̌T ≤ z)− Φ(z)| ≤ C√
T
.

اي c = c(f, g) > 0, T0 = T0(f, g) > 0 آن  گ  اه ،
∫ +∞
−∞ f 3(x)g3(x)dx ̸= 0 و 1

p
+

1

q
≤ 1

8
اگ  ر ب)

T ≥ T0 ه  ر ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه م  وج  ودن  د

sup
z∈R

|P(Q̌T ≤ z)− Φ(z)| ≥ c√
T
.

3Berry-Essen
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،T → ∞ اگ  ر ،z ∈ R ه  ر ب  راي دق  ی  قت  ر ع  ب  ارت ب  ه

√
T
(
P(Q̌T ≤ z)− Φ(z)

)
−→

√
2

3

∫ +∞
−∞ f 3(x)g3(x)dx(∫ +∞
−∞ f 2(x)g2(x)dx

) 3
2

(1− z2)e−
z2

2 . (18 . 3)

ب  ه ن  س  ب  ت وی  ن  ر-ای  ت  و دوگ  ان  هي ان  ت  گ  راله  اي ب  رح  س  ب م  یت  وان را Q̌T ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ره  اي اس  ت  ان  دارد، ح  ک  م ی  ک ب  راس  اس ب  ره  ان.
ن  م  ود. ت  وص  ی  ف X ف  رای  ن  د

j ∈ N ب  راي ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

κ̌
(T )
j = κj(Q̌T ) = κj

(
Q̃T

σ(T )

)
=
κj

(
Q̃T

)
(σ(T ))j

=
κ̃
(T )
j

(σ(T ))j

،T → ∞ و 1
p
+

1

q
≤ 1

j
،j ≥ 2 ک  ه زم  ان  ی 3.8 ق  ض  ی  هي ج) و ب) ق  س  م  ته  اي از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

κ̌
(T )
j ∼

κ̃j
(T ) ∼ T 1− j

2 . 2j−1(j − 1)! (2π)2j−1.
∫∞
−∞ (f(x)g(x))j dx

(16π3)
j
2

(∫ +∞
−∞ (f(x)g(x))2 dx

) j
2

. (19 . 3)

در .κ(T )
4 → 0 داری  م ،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی آن  گ  اه ،κ̌(T )

2 = 1, j = 4,
1

p
+

1

q
≤ 1

4
اگ  ر و ب  الا راب  ط  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

،κ̌(T )
2 = 1 و 3.6 ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه

sup
z∈R

|P(Q̌T ≤ z)− Φ(z)| ≤

√
κ
(T )
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2 =

√
κ
(T )
4

6

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف اگ  ر ح  ال

Cj =
2j−1(j − 1)! (2π)2j−1.

∫∞
−∞ (f(x)g(x))j dx

(16π3)
j
2

(∫ +∞
−∞ (f(x)g(x))2 dx

) j
2

,

م  یش  ود. ث  اب  ت ب  زرگ، ک  اف  ی ان  دازهي ب  ه C ان  ت  خ  اب ب  ا ال  ف) ق  س  م  ت ن  ت  ی  ج  ه در .

√
κ
(T )
4

6
∼
√
C4

6T
،T → ∞ وق  ت  ی آن  گ  اه
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ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه T → ∞ ک  ه زم  ان  ی (19 . 3) آن  گ  اه ،1
p
+

1

q
≤ 1

8
اگ  ر ب) ق  س  م  ت اث  ب  ات ب  راي ح  ال

κ
(T )
4

6
+ (κ

(T )
2 − 1)2 =

κ
(T )
4

6
∼ C4

6T

κ
(T )
3 ∼ C3√

T

κ
(T )
8 ∼ C8

T 3

آن  گ  اه ،T → ∞ اگ  ر z ∈ R ه  ر ب  راي ن  ت  ی  ج  ه در ب  رق  رارن  د. α =

√
6C3√
C4

ب  ا 3.6 ق  ض  ی  هي ش  روط ب  ن  اب  رای  ن

P(Q̌T ≤ z)− Φ(z)√
C4

6T

∼

√
6C3√
C4

6
.

1√
2π

(1− z2)e
z2

2 .

م  یش  ود. ت  م  ام اث  ب  ات و م  یرس  ی  م (18 . 3) ب  ه ب  الا ع  ب  ارت ک  ردن س  اده از ب  ع  د

ب  راون  ی ص  ف  ح  ات م  رب  ع  ی ت  اب  ع  که  اي 5 . 3
روي اس  ت  ان  دارد4 ب  راون  ی ص  ف  ح  هه  اي از م  رب  ع  ی ت  اب  ع  که  اي ب  رخ  ی م  یب  ری  م.ت  ا ک  ار ب  ه را ق  ب  ل ب  خ  شه  اي ن  ت  ای  ج ب  خ  ش، ای  ن در
ص  ف  ح  هي ی  ک W = {W (t1, ..., td) : t1, ..., td ∈ [0, 1]} ک  ه م  یک  ن  ی  م ی  ادآوري ک  ن  ی  م. م  ط  ال  ع  ه را ،d ≥ 1 ،[0, 1]d

ت  اب  ع (t1, ..., td), (u1, ..., ud) ∈ [0, 1]d ه  ر ب  راي و ب  اش  د گ  اوس  ی و م  رک  زي ه  رگ  اه اس  ت [0, 1]d روي اس  ت  ان  دارد ب  راون  ی
ص  ورت ب  ه آن ک  وواری  ان  س

E(W (t1, ..., td)W (u1, ..., ud)) = Πd
i=1(ui ∧ ti)

گ  اوس  ی ف  ض  اي ک  ه ک  رد ث  اب  ت م  یت  وان ب  هراح  ت  ی اس  ت. [0, 1] روي اس  ت  ان  دارد ب  راون  ی ح  رک  ت ی  ک W ،d = 1 ب  راي ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د.
ف  رم ب  ه ای  زون  رم  ال گ  اوس  ی ف  رای  ن  د ی  ک ب  ا م  یت  وان را W ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د

X = {X(f) : f ∈ L2([0, 1]d, λ)}
4Standard Brownian sheet
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ان  ج  ام 2.15 م  ث  ال در ک  ه ک  اري م  ش  اب  ه ) اس  ت. [0, 1]d ب  ورل م  ج  م  وع  هه  اي روي ش  ده ت  ح  دی  د ل  ب  گ ان  دازهي λ ک  ه گ  رف  ت، ی  ک  ی
اس  ت زی  ر راب  ط  هي W ب  راون  ی ص  ف  ح  هي م  س  ی  ره  اي درم  ورد م  ش  ه  ور ح  ک  م ی  ک ش  د).

∫
[0,1]d

(
W (t1, ..., td)

t1...td

)2

dt1...dtd = ∞. (20 . 3)

،d = 1 ح  ال  ت در اس  ت. ک  ن  ی  د) م  راج  ع  ه [30] و [16] م  راج  ع (ب  ه ج  ول  ی  ن6 ل  م و W م  ق  ی  اس  ی5 خ  واص از ن  ت  ی  ج  هاي ب  الا راب  ط  هي
گ  رف  ت ق  رار ت  وج  ه م  ورد پ  الای  شه  ا7 ت  وس  ی  ع ن  ظ  ری  هي ب  ا ارت  ب  اط در م  ی  لادي ه  ف  ت  اد ده  هي اواخ  ر (20 . 3) ب  ه ش  ب  ی  ه پ  دی  دهه  ای  ی م  ط  ال  ع  هي
[18] ب  ه گ  اوس  ی ف  رای  ن  ده  اي غ  ی  رک  ان  ون  ی ن  م  ای  شه  اي ب  ا ارت  ب  اط  ات ب  رخ  ی ب  راي ه  م  چ  ن  ی  ن ک  ن  ی  د). م  راج  ع  ه [17] و [16] م  راج  ع (ب  ه

ک  ن  ی  د. رج  وع
م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ε > 0 ه  ر ب  راي

Bd
ε =

∫
[ε,1]d

(
W (t1, ..., td)

t1...td

)2

dt1...dtd − (log
1

ε
)d.

داری  م اس  ت، t1t2...td واری  ان  س ب  ا گ  اوس  ی W (t1, ..., td) ک  ه آن  ج  ا از

E(Bd
ε ) = E

(∫
[ε,1]d

(
W (t1, ..., td)

t1...td

)2

dt1...dtd

)

=

∫
[ε,1]d

E

(
W (t1, ..., td)

t1...td

)2

dt1...dtd

=

∫
[ε,1]d

dt1...dtd
t1...td

= (log
1

ε
)d.

ت  ص  ادف  یِ ت  اب  عِ ص  ف  رِ ح  ولِ ان  ف  ج  ارِ از ب  ی  ن  ش  ی م  یآی  د ادام  ه در ک  ه م  رک  زياي ح  د ق  ض  ی  هي اس  ت. م  رک  زي ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک Bd
ε ل  ذا

(t1, ..., td) −→
(
W (t1, ..., td)

t1...td

)2

م  یده  د.

5Scaling properties
6Jeulin’s lemma
7Enlargement of filtrations
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ε→ 0 اگ  ر ،d ≥ 1 ه  ر ب  راي 3.10 ق  ض  ی  ه

B̃d
ε :=

(
4 log(

1

ε
)

)− d
2

.Bd
ε =⇒ N ∼ N (0, 1)

[29] ب  ه d > 2 ح  ال  ت در و [6] م  رج  ع ب  ه d = 2 ح  ال  ت در ،[33] م  رج  ع ب  ه d = 1 ح  ال  ت در اث  ب  ات م  ش  اه  دهي ب  راي ب  ره  ان.
ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه

م  رب  وط ک  ارب  رده  اي ب  رخ  ی ان  د. ش  ده ب  ررس  ی [34] و [33] در ب  راون  ی م  وض  ع  ی زم  انه  اي ب  ا راب  ط  ه در ش  ده ذک  ر ق  ض  ی  هي از ک  ارب  رده  ای  ی
دق  ی  ق ت  وض  ی  ح ی  ک ب  ع  دي ق  ض  ی  هي ان  د. ش  ده م  ع  رف  ی [6] در اس  ت  ق  لال، آم  اري ب  ررس  ی ب  راي ش  رط  ی دوم  ت  غ  ی  رهي گ  اوس  ی ف  رای  ن  ده  اي ب  ه

م  یده  د. ارائ  ه B̃d
ε ه  م  گ  رای  ی س  رع  ت ب  راي ک  ول  م  وگ  رف ف  اص  ل  هي ب  راس  اس

دارن  د ب  س  ت  گ  ی d ب  ه ف  ق  ط ک  ه 0 < η(d) < 1 و 0 < c(d) < C(d) < ∞ ث  اب  ته  اي ،d ≥ 1 ه  ر ب  راي 3.11 ق  ض  ی  ه
ک  ه ط  وري ب  ه م  وج  ودن  د

dKol(B̃
d
ε , N) ≤ C(d)

(
log(

1

ε
)

)− d
2

.

،ε < η(d) ه  ر ب  راي ه  م  چ  ن  ی  ن

dKol(B̃d
ε , N) ≥ C(d)

(
log(

1

ε
)

)− d
2

.N ∼ N (0, 1) آن در ک  ه

d = 1 ب  راي را ح  ک  م اب  ت  دا ب  اش  د. B̃d
ε ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر j-ام م  رت  ب  هي ان  ب  اش  ت  ک ،j = 1, 2, ... ،κ̃j(d, ε) ک  ن  ی  د ف  رض ب  ره  ان.

دوگ  ان  هي ان  ت  گ  رال I2 ک  ه B̃1
ε = I2(fε) م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه ب  ب  ری  م ب  ک  ار B̃1

ε ب  راي را اس  ت  روك ف  رم  ول اگ  ر م  یک  ن  ی  م. اث  ب  ات
و اس  ت W ب  ه ن  س  ب  ت وی  ن  ر-ای  ت  و

fε(x, y) =

(
4 log(

1

ε
)

)− 1
2 (

(x ∨ y ∨ ε)−1 − 1
)

ε→ 0 اگ  ر اس  ت  ان  دارد، م  ح  اس  ب  ات  ی ب  ا و (55 . 2) ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا

κ̃2(1, ε) −→ 1

κ̃2(1, ε) ≍ (log(
1

ε
))1−

j
2 , j = 3, 4, ...
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ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. d = 1 ح  ال  ت م  ش  اب  ه d > 2 ح  ال  ت م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه ح  ک  م 3.6 ق  ض  ی  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن
ک  ه B̃d

ε = I2(f
d
ε )

fd
ε ((x1, ..., xd), (y1, ..., yd)) =

(
4 log(

1

ε
)

)− d
2

Πd
j=1

(
(xj ∨ yj ∨ ε)−1 − 1

)
داری  م (55 . 2) راب  ط  هي از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

(
2j−1(j − 1)!

)−1
.κ̃j(d, ε) =

((
2j−1(j − 1)!

)−1
.κ̃j(1, ε)

)d
م  یش  ود. ن  ت  ی  ج  ه 3.6 ق  ض  ی  هي از d = 1 ح  ال  ت ب  ه ش  ب  ی  ه ک  ار ادام  هي و

ب  روور-م  اج  ور8 م  رک  زي ح  د ق  ض  ی  هي در دق  ی  ق ت  ق  ری  ب  ات 6 . 3
را ρ(0) ت  اب  ع ک  ن  ی  د). م  راج  ع  ه 2.17 م  ث  ال ب  ه ) ب  اش  د H ∈ (0, 1) ه  ارس  ت9 ان  دی  س ب  ا ک  س  ري ب  راون  ی ح  رک  ت ی  ک B ک  ن  ی  د ف  رض

x ∈ R ه  ر ب  راي دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  یگ  ی  ری  م، x→ Bx+1 −Bx م  ان  اي ف  رای  ن  د ک  وواری  ان  س ت  اب  ع

ρ(x) := E ((Bt+1 −Bt)(Bt+x+1 −Bt+x))

=
1

2

(
|x+ 1|2H + |x− 1|2H − 2|x|2H

)
=
⟨
1[t,t+1], t[t+x,t+x+1]

⟩
h
.

م  یک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف و م  یگ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ث  اب  ت را q ≥ 2 ص  ح  ی  ح ع  دد ح  ال

ZT :=
1

σ(T )
√
T

∫ T

0

Hq(Bu+1 −Bu)du

و اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف ه  رم  ی  ت چ  ن  دج  م  ل  هاي q-ام  ی  ن ،Hq ک  ه

σ(T ) :=

√
var

(
1√
T

∫ T

0

Hq(Bu+1 −Bu)du

)
8Breuer-Major
9Hurst
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ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ح  ال ده  ی  م. ن  م  ای  ش q م  رت  ب  هي از وی  ن  ر-ای  ت  و ان  ت  گ  رال ی  ک ص  ورت ب  ه را ZT م  یت  وان  ی  م ص  ورت ای  ن در

var

(∫ T

0

Hq(Bu+1 −Bu)du

)
= var

(∫ T

0

Iq(1[u,u+1])du

)
= E

(∫ T

0

∫ T

0

Iq(1[u,u+1])Iq(1[v,v+1])dudv

)
=

∫ T

0

∫ T

0

E
(
Iq(1

⊗q
[u,u+1])Iq(1

⊗q
[v,v+1])

)
dudv

=

∫ T

0

∫ T

0

q!
⟨
Iq(1

⊗q
[u,u+1]), Iq(1

⊗q
[v,v+1])

⟩
h⊗q

dudv

=

∫ T

0

∫ T

0

q! ρq(u− v)dudv.

ن  ت  ی  ج  ه در

σ(T ) =

√
q!

T

∫
[0,T ]2

ρq(u− v)dudv . (21 . 3)

آن  گ  اه ،T → ∞ اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

σ2(T ) −→ σ2(∞) := q!

∫ +∞

−∞
ρq(x)dx < +∞. (22 . 3)

آن  گ  اه ک  ن  ی  م، اع  م  ال را v = y و u− v = x م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر
∫
[0,T ]2

ρq(u− v)dudv ان  ت  گ  رال در اگ  ر زی  را

lim
T→∞

q!

T

∫
[0,T ]2

ρq(u− v)dudv = lim
T→∞

q!

T

∫ T

0

∫ T

−T

ρq(x)dxdy

= lim
T→∞

q!

∫ T

−T

ρq(x)dx

= q!

∫ +∞

−∞
ρq(x)dx.

اس  ت ب  رق  رار ،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی زی  ر م  رک  زي ح  د ق  ض  ی  هي ،[11] ی  ا [8] م  رج  ع در ش  ده اث  ب  ات اس  اس  ی ن  ت  ای  ج ب  ه ب  ن  ا ح  ال

ZT =⇒ N ∼ N (0, 1).
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ب  راي دق  ی  ق م  ج  ان  ب  ی راب  ط  هي ی  ک م  یت  وان پ  ی  ش  ی  ن، ت  ک  ن  ی  که  اي ب  هک  ارگ  ی  ري ب  ا ک  ه م  یده  د ن  ش  ان آت  ی ق  ض  ی  هي
ق  ب  ل  ی ت  ک  ن  ی  که  اي ک  ارب  رد ن  ت  ی  ج  ه در داد. ارائ  ه ب  اش  د، زوج ZT ت  ع  ری  ف در ش  ده ظ  اه  ر ي q ک  ه زم  ان  ی ،P(ZT ≤ z)− Φ(z)

ن  م  ود. اس  ت  ف  اده ن  ی  ز ب  الات  ر م  رات  ب ت  اب  ع  که  اي ب  راي را آن  ه  ا م  یت  وان و ن  ی  س  ت  ن  د م  رب  ع  ی ت  اب  ع  که  اي ب  ه م  ن  ح  ص  ر
ان  د ش  ده اس  ت  ف  اده ب  ع  د ق  ض  ی  هي در زی  ر ن  م  ادگ  ذاريه  اي

σ̂2(∞) :=
q2

σ4(∞)

q−1∑
s=1

(s− 1)!

q − 1

s− 1

4

(2q − 2s)!

×
∫
R3

ρs(x1)ρ
s(x2)ρ

q−s(x3)× ρq−s(x2 + x3 − x1)dx1dx2dx3.

(23 . 3)

γ̂(∞) := −

q!(
q

2
)

qq
2

2

2σ3(∞)

∫
R2

ρ
q
2 (x1)ρ

q
2 (x2)ρ

q
2 (x3).

(24 . 3)

ک  ه ط  وري ب  ه دارد وج  ود C > 0 ث  اب  ت ع  دد 3.12 ق  ض  ی  ه

dKol(ZT , N) = sup
z∈R

|P(ZT ≤ z)− Φ(z)| ≤ C√
T
. (25 . 3)

،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی z ∈ R ه  ر ب  راي ه  م  چ  ن  ی  ن

√
T (P(ZT ≤ z)− Φ(z)) −→ γ̂(∞)

3
(z2 − 1)

e−
z2

2

√
2π
.

م  یک  ن  ی  م. ت  ق  س  ی  م م  رح  ل  ه س  ه ب  ه را اث  ب  ات ب  ره  ان.
،T → ∞ وق  ت  ی ک  ه م  یده  ی  م ن  ش  ان اب  ت  دا اول. م  رح  ل  هي

√
T

(
1

q
∥DZT∥2h − 1

)
=⇒ N (0, σ̂2(∞)) (26 . 3)
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،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی آن  گ  اه ب  اش  د، ب  رق  رار (26 . 3) اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف (23 . 3) ت  وس  ط σ̂2(∞) ک  ه

E

(
1

q
∥DZT∥2h − 1

)2

= var

(
1

q
∥DZT∥2h − 1

)
∼ σ̂2(∞)

T
.

ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت م  وج  ود C > 0 ی  ک ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده 3.2 ق  ض  ی  هي از اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن

dKol(ZT , N) ≤ C√
T

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا (26 . 3) اث  ب  ات ب  راي م  یش  ود. اث  ب  ات (25 . 3) راب  ط  هي و

Hq(Bu+1 −Bu) = Iq(1
⊗q
[u,u+1]).

ن  ت  ی  ج  ه در
DZT =

q

σ(T )
√
T

∫ T

0

Iq−1

(
1
⊗(q−1)
[u,u+1]

)
1[u,u+1] du.

داری  م ح  اص  لض  رب ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

∥DZT∥2h

=
q2

σ2(T )T

∫
[0,T ]2

⟨
1[u,u+1], 1[v,v+1]

⟩
h
Iq−1

(
1
⊗(q−1)
[u,u+1]

)
Iq−1

(
1
⊗(q−1)
[v,v+1]

)
dudv

=
q2

σ2(T )T

∫
[0,T ]2

ρ(u− v)Iq−1

(
1
⊗(q−1)
[u,u+1]

)
Iq−1

(
1
⊗(q−1)
[v,v+1]

)
dudv

=
q2

σ2(T )T

∫
[0,T ]2

q−1∑
r=0

r!

q − 1

r

2

I2q−2−2r

(
1
⊗(q−1−r)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−1−r)
[v,v+1]

)
ρr+1(u− v)dudv

=
q2

σ2(T )T

q∑
s=1

(s− 1)!

q − 1

s− 1

2 ∫
[0,T ]2

I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
ρs(u− v)dudv.
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ن  ت  ی  ج  ه در

1

q
∥DZT∥2h − 1

=
q

σ2(T )T

q−1∑
s=1

(s− 1)!

q − 1

s− 1

2 ∫
[0,T ]2

I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
ρs(u− v)dudv.

(27 . 3)

،T → ∞ وق  ت  ی s = {1, 2, ..., q − 1} ه  ر ب  راي ک  ه م  یک  ن  ی  م ث  اب  ت اب  ت  دا

1

T

∫
[0,T ]2

I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
ρs(u− v)dudv =⇒ N (0, σ̂2

s(∞)). (28 . 3)

ک  ه

σ̂2
s(∞) := (2q − 2s)!

∫
R3

ρs(x1)ρ
s(x2)ρ

q−s(x3)ρ
q−s(x2 + x3 − x1)dx1dx2dx3.

ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف اگ  ر ح  ال م  یگ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ث  اب  ت را s = {1, 2, ..., q − 1} ک  ار ای  ن ب  راي

σ̂2
s(T ) := var

(
1√
T

∫
[0,T ]2

I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
ρs(u− v)dudv

)
,

آن  گ  اه

σ2
s(T ) :=

1

T

∫
[0,T ]4

E
(
I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[w,w+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[z,z+1]

))
× ρs(u− v)ρs(w − z)dudvdwdz

=
(2q − 2s)!

T

∫
[0,T ]4

ρq−s(u− w)ρq−s(v − z)ρs(u− v)ρs(w − z)dudvdwdz.

(29 . 3)

م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر اگ  ر ح  ال

x1 = u− v, x2 = w − z, x3 = u− w, x4 = z.
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داری  م ده  ی  م، م  ی  ل ب  ین  ه  ای  ت ب  ه را T ،(29 . 3) ت  س  اوي ع  ب  ارت اخ  ری  ن در و ک  ن  ی  م اع  م  ال را

σ̂2
s(T ) −→ σ2

s(∞).

،T → ∞ وق  ت  ی اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار (28 . 3) ب  ن  اب  رای  ن

Q
(s)
T :=

2q − 2s

σ̂s(T )
√
T

∫
[0,T ]2

I2q−2s

(
1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
ρs(u− v)dudv =⇒ N (0, 1). (30 . 3)

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اک  ن  ون

DQ
(s)
T :=

2q − 2s

σ̂s(T )
√
T

∫
[0,T ]2

I2q−2s−1

(
1
⊗(q−s−1)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1]

)
1[u,u+1]ρ

s(u− v)dudv.

102



ب  روور-م  اج  ور م  رک  زي ح  د ق  ض  ی  هي در دق  ی  ق ت  ق  ری  ب  ات .6 . 3 م  یک  ن  د... م  لاق  ات را م  ال  ی  وان اس  ت  ای  ن، .3 ف  ص  ل

داری  م ح  اص  لض  رب ف  رم  ول و ب  الا راب  ط  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

∥DQ(s)
T ∥2h :=

(2q − 2s)2

σ̂2
s(T )T

∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)

× I2q−2s−1

(
1
⊗(q−s−1)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[u2,u2+1]

)
× I2q−2s−1

(
1
⊗(q−s−1)
[u3,u3+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[u4,u4+1]

)
du1...du4

=
(2q − 2s)2

σ̂2
s(T )T

×
∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)

×

(
q−s∑
t=0

t!

2q − 2s− 1

t

2

× I4q−4s−2−2t

(
1
⊗(q−s−1)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(q−s−1)
[u3,u3+1]

⊗ 1
⊗(q−s−t)
[u2,u2+1] ⊗ 1

⊗(q−s−t)
[u4,u4+1]

)
ρt(u2 − u4)

)
du1...du4

+
(2q − 2s)2

σ̂2
s(T )T

∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)

×

(
2q−2s−1∑
t=q−s+1

t!

2q − 2s− 1

t

2

× I4q−4s−2−2t

(
1
⊗(2q−2s−1−t)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(2q−2s−1−t)
[u3,u3+1]

)
× ρq−s(u2 − u4)ρ

t−q+s(u1 − u3)

)
du1...du4.
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ن  ت  ی  ج  ه در

1

2q − 2s
∥DQ((s))

T ∥(2)h − 1 =
(2q − 2s)

σ̂2
s(T )T

∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)

×
(q−s+1∑

t=1

(t− 1)!

2q − 2s− 1

t− 1

2

× I4q−4s−2t

(
1
⊗(q−s−1)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(q−s−1)
[u3,u3+1]

⊗ 1
⊗(q−s+1−t)
[u2,u2+1] ⊗ 1

⊗(q−s+1−t)
[u4,u4+1]

)
ρt+1(u2 − u4)

)
du1...du4

+
(2q − 2s)

σ̂2
s(T )T

∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)

×

(
2q−2s−1∑
t=q−s+2

(t− 1)!

2q − 2s− 1

t− 1

2

× I4q−4s−2t

(
1
⊗(2q−2s−t)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(2q−2s−t)
[u3,u3+1]

)
× ρq−s(u2 − u4)ρ

t−q+s−1(u1 − u3)

)
du1...du4.
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داری  م ،T → ∞ وق  ت  ی t ∈ {1, 2, ..., q − s+ 1} ب  راي ح  ال

E

∣∣∣ 1
T

∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)ρ

t+1(u2 − u4)

× I4q−4s−2t

(
1
⊗(q−s−1)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(q−s−1)
[u3,u3+1] ⊗ 1

⊗(q−s+1−t)
[u2,u2+1] ⊗ 1

⊗(q−s+1−t)
[u4,u4+1]

)
du1...du4

∣∣∣2
=

1

T 2

∫
[0,T ]8

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ(u1 − u3)ρ

t(u2 − u4)ρ
s(u5 − u6)ρ

s(u7 − u8)

× ρ(u5 − u7)ρ
t(u6 − u8)ρ

q−s−1(u1 − u5)ρ
q−s−1(u3 − u7)

× ρq−s+1−t(u2 − u6)ρ
q−s+1−t(u4 − u8)du1...du8

∼ 1

T

∫
R7

ρs(x1)ρ
s(x2)ρ(x3)ρ

t(x2 + x3 − x1)ρ
s(x4)ρ

s(x5)ρ(x6)

× ρt(x5 + x6 − x4)ρ
q−s−1(x7)

× ρq−s−1(x6 + x7 − x3)ρ
q−s+1−t(x4 + x7 − x1)

× ρq−s+1−t(x5 + x6 + x7 − x2 − x3)dx1...dx7.

ث  اب  ت، t ∈ {q − s+ 2, ..., 2q − 2s− 1} ه  ر ب  راي م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه م  یک  ن  د. م  ی  ل ص  ف  ر ب  ه آخ  ر ع  ب  ارت ،T → ∞ ه  رگ  اه
م  یک  ن  د م  ی  ل ص  ف  ر ب  ه ،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی زی  ر ع  ب  ارت

E

∣∣∣ 1
T

∫
[0,T ]4

ρs(u1 − u2)ρ
s(u3 − u4)ρ

t−q+s(u1 − u3)ρ
q−s(u2 − u4)

× I4q−4s−2t

(
1
⊗(2q−2s−t)
[u1,u1+1] ⊗ 1

⊗(2q−2s−t)
[u3,u3+1]

)
du1...du4

∣∣∣2.
اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال م  یآی  د. ب  دس  ت (29 . 3) ن  ه  ای  ت در و م  یگ  ی  ری  م ن  ت  ی  ج  ه را (30 . 3) ،3.3 ق  ض  ی  هي و ب  الا ت  وض  ی  ح  ات ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن
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داری  م چ  ن  دگ  ان  ه ان  ت  گ  راله  اي ی  ک  م  ت  ري خ  واص و ت  ع  ام  د از

V ar

(√
T

(
1

q
∥DZT∥2h − 1

))
=

q2

σ4(T )T

q−1∑
s=1

(s− 1)!2

q − 1

s− 1

4

× (2q − 2s)!

×

⟨∫
[0,T ]2

1
⊗(q−s)
[u,u+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[v,v+1] ρ

s(u− v)dudv,

∫
[0,T ]2

1
⊗(q−s)
[w,w+1] ⊗ 1

⊗(q−s)
[z,z+1] ρ

s(w − z)dwdz

⟩
h⊗(2q−2s)

=
q2

σ2(T )T

q−1∑
s=1

(s− 1)!2

q − 1

s− 1

4

(2q − 2s)!

×
∫
[0,T ]2

ρs(u− v)ρs(w − z)ρq−s(u− w)ρq−s(v − z)dudvdwdz.

م  یک  ن  د. م  ی  ل σ2(∞) ب  ه ،T → ∞ ک  ه زم  ان  ی آخ  ر ع  ب  ارت س  اده، م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ی  ک ب  ا ن  ه  ای  ت در
اس  ت ب  رق  رار ،T → ∞ وق  ت  ی زی  ر، ه  م  گ  رای  ی م  یک  ن  ی  م اث  ب  ات م  رح  ل  ه ای  ن در دوم. م  رح  ل  هي

(ZT ,
√
T (

1

q
∥DZT∥2h − 1)) =⇒ (U, V ). (31 . 3)

و E(V 2) = σ̂2(∞) ،E(U2) = 1 ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت م  رک  زي گ  اوس  ی ب  ردار ی  ک (U, V ) ک  ه

E(UV ) = −γ̂(∞) =

q!(
q

2
)

qq
2

2

2σ3(∞)

∫
R2

ρ
q
2 (x)ρ

q
2 (y)ρ

q
2 (x− y)dxdy.

3.3 ق  ض  ی  هي دوم ق  س  م  ت ب  ن  اب  ر اس  ت. ش  ده اث  ب  ات (29 . 3) راب  ط  هي و ZT =⇒ U ه  م  گ  رای  ی ح  اض  ر ح  ال در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

106



ب  روور-م  اج  ور م  رک  زي ح  د ق  ض  ی  هي در دق  ی  ق ت  ق  ری  ب  ات .6 . 3 م  یک  ن  د... م  لاق  ات را م  ال  ی  وان اس  ت  ای  ن، .3 ف  ص  ل

ده  ی  م ن  ش  ان را زی  ر ه  م  گ  رای  ی اس  ت ک  اف  ی ( Gn ج  اي ب  ه
√
T (

∥DZT∥2h
q

− 1) ج  ای  گ  ذاري (ب  ا

E(ZT

√
T (

1

q
∥DZT∥2h − 1))

−−−−−→
T → ∞

q!(
q

2
)

qq
2

2

2σ3(∞)

∫
R2

ρ
q
2 (x)ρ

q
2 (y)ρ

q
2 (x− y)dxdy.

(32 . 3)

م  یآی  د دس  ت ب  ه زی  ر رواب  ط از (32 . 3) چ  ن  دگ  ان  ه، ان  ت  گ  راله  اي ت  ع  ام  د خ  اص  ی  ت و (27 . 3) راب  ط  هي ب  ه ت  وج  ه ب  ا

E(ZT

√
T (

1

q
∥DZT∥2h − 1)) =

q

σ3(T )T

(q
2
− 1
)
!

q − 1
q

2
− 1

2

×
∫
[0,T ]3

ρ
q
2 (u− v) E

(
Iq(I

⊗q
[w,w+1])Iq

(
I
⊗ q

2

[u,u+1] ⊗ I
⊗ q

2

[v,v+1]

))
dudvdw

=
qq!

σ3(T )T

(q
2
− 1
)
!

q − 1
q

2
− 1

2 ∫
[0,T ]3

ρ
q
2 (u− v)ρ

q
2 (u− w)ρ

q
2 (w − v)dudvdw

−−−−−→
T → ∞ qq!

σ3(∞)

(q
2
− 1
)
!

q − 1
q

2
− 1

2 ∫
R2

ρ
q
2 (x)ρ

q
2 (y)ρ

q
2 (x− y)dxdy

=

q!(
q

2
)

qq
2

2

2σ3(∞)

∫
R2

ρ
q
2 (x)ρ

q
2 (y)ρ

q
2 (x− y)dxdy.

،T → ∞ وق  ت  ی ک  ه م  یده  د ن  ت  ی  ج  ه (31 . 3) ه  م  گ  رای  ی و اث  ب  ات اول م  رح  ل  هي س  وم. م  رح  ل  هي

V ar

(
1−

∥DZT∥2h
q

)
∼ σ̂(∞)√

T
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ZTو ,

1−
∥DZT∥2h

q

V ar

(
1−

∥DZT∥2h
q

)
 =⇒

(
U,

V

σ̂(∞)

)
.

،T → ∞ وق  ت  ی ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه ب  ب  ری  م، ک  ار ب  ه ρ = γ̂(∞)

σ̂(∞)
ب  ا را 3.4 ق  ض  ی  هي اگ  ر ن  ت  ی  ج  ه در

P(ZT ≤ z)− Φ(z)

V ar

(
1−

∥DZT∥2h
q

) −→ γ̂(∞)

3σ̂(∞)
(z2 − 1)

e
−z2

2

√
2π
.

م  یآی  د. ب  دس  ت ح  ک  م ن  ه  ای  ت در و
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Abstract

In this thesis, after introducing some preliminary concepts, Stein’s method and Malli-

avin calculus is discussed. Our approach for introducing Malliavin calculus is based on

isonormal Gaussian processes, which is more general and natural than Gaussian noises.

After dealing with isonormal Gaussian processes, Wiener chaos and important operators

of Malliavin calculus, namely differential, divergence and Ornstein-Uhlenbeck operators

are discussed and some relation between them is studied. At last, some connections

between Stein’s method and Malliavin calculus is developed. As a result, some exact

asymptotics for central limit theorems on Gaussian functionals are obtained. These

results are used, for instance, for Toeplitz quadratic functionals, Brownian sheet and

fractional brownian motion.

Keywords: tensor product of Hilbert spaces, Hermite polynomials, Stein’s

method, isonormal Gaussian process, differential operator, divergence operator, Ornstein-

Uhlenbeck operator, central limit theorems, stochastic integral, Wiener-Ito integral,

Toeplitz quadratic functional, Berry-Esseen-type bounds, Brownian sheet, Breuer-Major

CLT, fractional Brownian Motion
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